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1  引论及预备知识

本文设 X 是一实 Banach空间, X
* 为X 的对偶空间, 3#, #4表 X 与X

* 间的配对, J : X y

2X
*

是由下式定义的正规对偶映象 :

  J ( x ) = f I X
*
: 3x , f 4= +x +# +f + , +f + = +x + ,   x I X# 

一实 Banach空间称为一致光滑的,如果其光滑模 QX ( S) :

QX( S) = sup
1
2 ( +x + y + + +x - y +) - 1: x , y I X , +x + = 1, +y + = S ,

 S> 0

满足条件: QX ( S) / S y 0(当 S y 0时) ,众所周知[ 1, 2]
,如果 X 是一致光滑(凸) 的,当而且仅当

X
* 是一致凸(光滑) 的;如果X 是一致光滑的,则正规对偶映象 J 是单值的而且在X 的任一有

界子集上是一致连续的# 

以后用 D(T) , R (T) 表示算子T 的定义域和值域# 

算子T : D (T ) < X y X 称为增生的, 如果对任意的 x , y I D(T ) ,存在 j ( x - y ) I J ( x -

y ) 使得

  3Tx - Ty , j ( x - y )4 \ 0# 

一增生算子称为 m_增生的,如果对任一 K> 0(等价于对某一 K> 0) 有 R (T+ KI) = X ,

其中 I是恒等算子# 

增生算子的概念首先由 Browder
[ 3]
和 Kato

[ 4]
独立地引入, 在[ 3]中 Browder 证明, 如果 X 是

一 Banach空间, T 是一局部 Lispschitz的增生映象而且 D(T ) = X 则T 是一 m_增生映象,从而

对任给的 f I X ,方程 x + Tx = f 在X 中有解# 后来Mart in[ 5] 把上述结果作了推广,他证明:
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连续增生算子如果 D (T) = X , 则T 也是 m_增生的# 

近年来许多作者证明了Mann迭代序列及 Ishikawa迭代序列
[ 6, 7]
强收敛于方程 x + Tx = f

的解,其中T 是Hilbert空间或Lp 空间上的Lipschitz增生映象[ 8, 9] 或T是一致光滑 Banach空间

上的连续的增生映象[ 10, 11]
, 或T是 p_一致光滑Banach空间上的Lipschitz增生映象[ 12, 13, 14]

,或

T是一致光滑Banach空间或 Lp 空间上的强增生或强伪压缩映象
[ 15~ 18]# 所有上述结果推广了

Chidume[ 8, 10] 中的相应结果# 

最近在[ 19]中, Zhu在不同的条件下证明了Mann型迭代序列强收敛于方程 x + Tx = f 的

唯一解,其中T : D(T) < X y X 是一Lipschitz的 m_增生算子, 而 D(T ) 是一致光滑 Banach空

间中的开子集# 最近Chidume, Osilike[ 20] , 把上述结果推广到 Ishikawa迭代序列的情形, 其中T

是Lipschitz的 m_增生映象,而 D(T) 是一致凸空间或 p_一致光滑 Banach空间中的闭子集# 

最近在作者的文章[ 21] , Liu 的[ 22]及其他作者的文章[10, 21, 23~ 26]中还研究了 Banach

空间中, 非线性强增生映象及单调型映象的具误差的Mann和 Ishikawa迭代序列的收敛性问题# 

另一方面, 与增生算子紧密相关的是散逸算子# 一算子 T: D(T) < X y X 称为散逸

的[ 27]
,如果- T是增生的, T称为 m_散逸的, 如果T是散逸的,而且R ( I- KT ) = X , PK> 0# 

在[ 28] 中Browder证明:如果T是局部Lipschitz散逸算子且D (T ) = X ,则T是 m_散逸的# 近

年来,在引文[ 8~ 10, 20, 13] 中讨论了Banach空间中具散逸算子的方程 x- KTx = f 的某些问

题# 

本文的目的是证明:如果 X 是一致的光滑Banach空间, T : D(T) < X y X是具闭的定义域

D(T ) 的 m_增生算子且R(T) 是有界的,则具误差的Mann和 Ishikawa迭代序列强收敛于方程

x + Tx = f 的唯一解# 本文结果改进和推广了 Chidume等
[ 20]

, Ding
[ 25]

, Zhu
[ 19]

, Zeng
[ 26,定理1, 2]

及其他人的结果# 

为了给出本文的主要结果,我们首先给出下面的引理(见Chang[ 15] ) :

引理 111  设 X 是一实 Banach空间, J : X y 2
X

*

是正规对偶映象, 则对任给的 x , y I X

  +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x + y )4,   Pj ( x + y ) I J ( x + y ) # 

引理 112[ 22]  设 an 、 bn 、 cn 是三个非负实数序列满足条件 :

  an+ 1 [ (1- tn ) an + bn + cn,   ( n = 0, 1, 2, ,) ,

其中 0 [ tn < 1, E
]

n= 0
tn = ] , bn = o ( tn ) ,且 E

]

n= 0
cn < ] ,则

  l im
ny ]

an = 0# 

引理 113[ 19]  设 X 是一 Banach空间, T: D(T ) < X y X 是一m_增生算子,则对任给的 f

I X ,方程 x + Tx = f 在D(T ) 中有唯一解# 

2  主 要结 果

现给出本文的主要结果# 

定理 211  设 X 是一致光滑的实Banach空间, T: D(T) < X y X 是一m_增生算子, D (T )

是闭的且 R (T) 是有界的# 设 un 、 vn 是X中的序列, An 、 Bn 是[ 0, 1] 中的序列,满足条

件 :

( � ) E
]

n= 0

+un + < ] , +vn + y 0 ( n y ] ) ;
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( � ) Bn y 0 ( n y ] ) ;

( � ) E
]

n= 0
An = ] , An y 0 ( n y ] ) # 

对任给的 f I X , 定义Sx = f - Tx , x I D(T)# 如果存在 x 0 I D(T ) 使得由下式定义的序列

x n 、 yn :

  
xn+ 1 = ( 1- An) x n + AnSy n+ un ,

yn = (1 - Bn) xn + BnSx n+ vn
  ( n = 0, 1, 2, ,) (1)

包含于 D ( T) 中,则由(1) 定义的具误差的 Ishikawa迭代序列 xn 强收敛于方程x + Tx = f 的

唯一解 x
* # 

证  因T : D (T) < X y X 是m_增生的, 由引理 113, 方程 x + Tx = f 有唯一解 x
* I

D (T )# 因 Sx * = f - Tx * = x
*
,故 x

* 是 S的不动点# 又因 X 是一致光滑的,故正规对偶

映象 J 是单值的,从而有

  3Sx - Sy , J ( x - y )4= 3f - Tx - (f - Ty ) , J ( x - y )4=

      - 3Tx - Ty , J ( x - y )4 [ 0,   Px , y I D(T )# (2)

因S的值域 R (S) 是有界的,令

  d = sup +Sx - x
* + : x I D (T) + +x 1- x

* +, (3)

  M = d + E
]

n= 0
+ un ++ 1# (4)

现用归纳法证明

  +xn+ 1- x
* + [ d + E

n

j= 1
+uj + [ M,   ( n = 0, 1, 2, ,)# (5)

事实上,当 n = 0时,由(3) 和(4) 知结论成立# 设(5) 对 n = k - 1成立, 其中 k \1,下证(5)

对 n = k 也成立,事实上

  +xk+ 1- x
* + = +(1 - Ak ) ( x k - x

*
) + Ak(Syk - x

*
) + uk + [

      ( 1- Ak ) +xk - x
* + + Ak +Syk - x

* + + +uk + [

      ( 1- Ak ) d + E
k- 1

j= 1
+uj + + Akd + +uk + =

      d + E
k

j = 1
+ uj + [ M# 

于是由( 1)及引理 111有
  +xn+ 1- x

* +2
= +(1 - An ) ( x n - x

*
) + An (Sy n- x

*
) + un +2 [

      +(1- An) ( x n- x
*
) + An (Sy n- x

*
) +2

+ 23un, J ( x n+ 1 - x
*
)4 [

      ( 1- An)
2 +x n - x

* +2
+ 2An3Syn - x

*
, J ( xn+ 1- x

*
- un )4+

      23un, J ( x n+ 1- x
*
)4# (6)

现考察( 6)右端第 3项:

  23un, J ( x n+ 1 - x
*
)4 [ 2+un +# +xn+ 1- x

* + [ 2M# +un +# (7)

再考察( 6)右端第 2项:

  3Syn - x
*
, J ( xn+ 1- x

*
- un)4 = 3Sy n- x

*
, J ( x n- x

*
)4+

      3Sy n- x
*
, J ( xn+ 1 - x

*
- un ) - J ( x n- x

*
)4 = dn + en, (8)

其中
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  dn = 3Sy n- x
*
, J ( xn - x

*
)4,

  en = 3Syn - x
*
, J ( xn+ 1- x

*
- un ) - J ( xn - x

*
)4# 

由( 2) ~ ( 4) ,即得

  dn = 3Sy n- x
*
, J ( xn - x

*
)4 =

3Sy n- x
*
, J ( yn - x

*
)4- 3Syn - x

*
, J ( yn - x

*
) - J ( xn - x

*
)4 [

- 3Syn - x
*
, J ( yn - x

*
) - J ( x n - x

*
)4 [

+Sy n - x
* +# +J ( y n- x

*
) - J ( x n- x

*
) + [

d# +J ( y n- x
*
) - J ( x n- x

*
) +# (9)

又因当 n y ] 时
  +yn - x

*
- ( x n- x

*
) + = +y n- x n + = +Bn (Sx n - xn) + vn + [

      Bn +Sx n - x
* + + +xn - x

* + + +vn + [

      2Bn#M + +vn + y 0# 

因 X 是一致光滑的,故正规对偶映象 J 在X 的任一有界子集上是一致连续的,于是有

  +J ( yn - x
*
) - J ( x n - x

*
) + y 0   ( n y ] ) # 

现证 | en | y 0( n y ] )# 事实上,我们有

  | en | = | 3Syn - x
*
, J ( xn+ 1- x

*
- un ) - J ( xn - x

*
)4 | [

+Sy n - x
* +# +J ( x n+ 1- x

*
- un) - J ( x n- x

*
) + [

d# +J ( x n+ 1 - x
*
- un) - J ( x n- x

*
) +# 

因为当 n y ] 时

  +xn+ 1- x
*
- un - ( x n- x

*
) + = +x n+ 1- xn - un + =

      An +Syn - xn + [ An +Sy n- x
* + + +x n- x

* + [

      2AnM y 0# 

于是由正规对偶映象 J 的一致连续性, 可得

  +J ( x n+ 1- x
*
- un) - J ( xn - x

*
) + y 0   ( n y ] ) ,

从而 | en | y 0( n y ] )# 于是由(6) ~ (8) 得知

  +xn+ 1- x
* +2 [ (1- An)

2 +xn - x
* +2

+ 2An( dn + en) + 2M# +un + [

      ( 1- An) +xn - x
* +2

+ 2An ( kn + | en | ) + 2M# +un + , (10)

其中   kn = d# +J ( yn - x
*
) - J ( x n - x

*
) + y 0   ( n y ] ) # 

令 +x n - x
* +2

= an , An = tn, 2An ( kn+ | en | ) = bn , 2M# +un + = cn# 于是(10) 化成

  an+ 1 [ (1- tn ) an + bn + cn # 

由条件( � ) ~ ( � )易知 E
]

n= 0
tn = ] , bn = o( t n) , E

]

n= 0
cn < ] # 于是由引理 112, lim

ny ]
an = 0,即

lim
ny ]

+x n- x
* +2

= 0# 故序列 x n 强收敛于方程x + Tx = f 的唯一解 x
* # 证毕# 

注  定理 211不仅改进和推广了 Ding[ 25]中的结果,而且证明方法也较[ 25]中的简单明晰# 

在定理211中取 vn = 0, Bn = 0, n = 0, 1, 2, ,,即得

推论 212  设 X、T、D (T )与定理211中的相同# 设 un 是X 中的序列, An 是[ 0, 1] 中的

数列,满足
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( � ) E
]

n= 0

+un + < ] ;

( � ) E
]

n= 0
An = ] , An y 0 ( n y ] ) # 

对任给的 f I X , 定义Sx = f - Tx , x I D(T)# 如果存在 x 0 I D(T ) 使得由下式定义的序列

x n :

  x n+ 1 = (1 - An ) x n+ AnSxn + un,   ( n = 0, 1, 2, ,) (11)

包含于 D(T) 中,则由(11) 所定义的具误差的Mann迭代序列 xn 强收敛于方程x + Tx = f 的

唯一解# 

注  推论 212改进和推广了 Chidume_Osilke[ 20, 推论 1,定理5] , Zhu[ 19,定理 3] , Zeng [ 26, 定理 1及定理 2]

以及其他一些人的新结果# 

定理 213  设 X 是一致光滑的 Banach空间,T : X y X 是一连续的增生映象,且 T 的值域

R (T ) 是有界的# 设 un 、 vn 是X 中的二序列, An 、Bn 是[ 0, 1] 中的二数列满足定理211

中的条件( � ) ~ ( � )# 对任给的f I X , 定义Sx = f - Tx , x I X# 则对任一 x 0 I X ,由(1)

所定义的具误差的 Ishikawa迭代序列 x n 强收敛于方程x + Tx = f 的唯一解# 

证  由Mart in[ 5]中的一个结果知,连续的增生映象T 如果 D(T) = X ,则T 是 m_增生的,

故方程 x + Tx = f 有唯一解x
* I X# 因而定理的结论由定理 211直接可得# 

在定理213中取 vn = 0, Bn = 0, n = 0, 1, 2, ,,则由定理 213可得下面的

推论 214  设X、T与定理213中的相同,设 un 是X 中的序列, An 是[ 0, 1] 中的序列,使

得

( � ) E
]

n= 0
+un + < ] ;

( � ) E
]

n= 0
An = ] , An y 0( n y ] ) # 

对任给的 f I X ,定义Sx = f - Tx , x I X ,则对任一 x0 I X ,由(11) 所定义的具误差的Mann

迭代序列 xn 强收敛于方程 x + Tx = f 的唯一解# 

注  定理21 3、推论 214 改进和推广了 Chidume和 Osilike[ 20,定理4, 定理 6及推论 2]及其他人的一些最新

的结果# 

下面我们就 T 是 m_散逸算子的情形, 研究方程 x - Tx = f 的唯一解的迭代逼近问题# 

定理 215  设 X 是一实的一致光滑的 Banach空间, T: D(T ) < X y X 是一m_散逸算子,

且T 的值域R (T ) 有界# 设 un 、 vn 是X 中的序列, An 、 Bn 是[ 0, 1] 中的序列,满足定理

211中的条件( � ) ~ ( � )# 对任给的 f I X ,定义Sx = f + Tx , x I D (T)# 如果存在 x 0 I

D(T ) ,使得由(1) 所定义的序列 x n 、 yn 包含于D(T ) ,则由(1) 所定义的具误差的 Ishikawa

迭代序列 xn 强收敛于方程 x - Tx = f 的唯一解# 

证 因T 是 m_散逸的且R (T) 有界,故- T 是 m_增生的且R(- T ) 也是有界的,故定理的

结论由定理211直接可得# 

在定理215中令 vn = 0, Bn = 0, n = 0, 1, 2, ,,则得下面的结果# 

推论 216  设 X、T 与定理 215中的相同,设 un 是X 中的序列, An 是[ 0, 1] 中的序列满
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足推论212中的条件( � )、( � )# 对任给的 f I X ,定义 Sx = f + Tx , x I D(T )# 如果存在

x 0 I D(T) 使得由(11) 所定义的序列 xn < D(T ) ,则由(11) 所定义的具误差的Mann迭代序

列 x n 强收敛于方程x - Tx = f 的唯一解# 

最后, 我们研究具局部Lipschitz条件的 m_增生映象的方程解的Mann迭代逼近问题# 我

们有下面的结果# 

定理 217  设 X 是一实Banach空间, T: D(T ) < X y X 是一满足局部Lipschitz条件的 m_

增生算子, L \ 1是T 的局部Lipschitz常数# 设 D(T ) 是开的,对给定的 f I X ,设 x
* 是方程

x + Tx = f 在D(T ) 中的唯一解,再设 An 是[ 0, 1] 中的序列满足 :

( � ) 0 [ An [ 1/ 2(1+ L )
2
;

( � ) E
]

n= 0

An = ] # 

如果在 D(T) 中存在 x
* 之一闭凸邻域 B 及一点x 0 I B,使得T 在 B 上是 Lipschitz,而且由下

式定义的Mann迭代序列 xn :

  x n+ 1 = (1 - An ) x n+ An( f - Tx n) ,   ( n = 0, 1, 2, ,) (12)

包含在 B 中, 则 x n 强收敛于方程x + Tx = f 在D (T ) 中的唯一解 x
*
, 并有下面的误差估计

式 :

  +xn+ 1- x
* + [ exp -

1
2 E

n

j = 0
Aj +x 0- x

* +# 

证  定义 S: D(T) < X y X , Sx = f - Tx , x I D(T)# 显然 x
* 是 S的不动点, 而且 S也

是具局部 Lipschitz常数 L \ 1的局部Lipschitz算子,且在 B 上是Lipschitz的# 另外(- S) 在

D (T ) 上是增生的,即对任意的 x , y I D(T ) ,存在 j ( x - y ) I J ( x - y ) ,使得

  3(- S) x - (- S) y , j ( x - y )4 \ 0,

故有

  3Sx - Sy , j ( x - y )4 [ 0# (13)

由( 12)及引理 111即得
  +xn+ 1- x

* +2
= +(1 - An ) ( x n - x

*
) + An (Sx n- x

*
) +2 [

      ( 1- An)
2 +x n - x

* +2
+ 2An3Sxn - x

*
, j ( xn+ 1- x

*
)4

              P j ( x n+ 1- x
*
) I J ( x n+ 1- x

*
)# (14)

因 (- S) 是增生的, 故由(13) 知存在�j ( x n+ 1 - x
*
) I J ( xn+ 1- x

*
) 使得

  3Sxn+ 1- x
*
,�j ( xn+ 1- x

*
)4 [ 0# (15)

于是由( 14)及( 15)可得

  +xn+ 1- x
* +2 [ (1- An)

2 +xn - x
* +2

+

      2An3Sx n- Sxn+ 1+ Sx n+ 1- x
*
, �j ( x n+ 1- x

*
)4 [

      ( 1- An)
2 +x n - x

* +2
+ 2An3Sxn - Sx n+ 1, �j ( x n+ 1- x

*
)4 [

      ( 1- An)
2 +x n - x

* +2
+ 2An +Sx n- Sx n+ 1 +#+x n+ 1- x

* + [

      ( 1- An)
2 +x n - x

* +2
+ 2LAn +x n- x n+ 1 +# +x n+ 1 - x

* +# (16)

另一方面,因

  +xn - x n+ 1 + = An +x n - Sxn + [

An +xn - x
* + + +x

*
- Sxn + [
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An (1+ L ) +xn - x
* +, (17)

于是由( 16)和( 17)得

+x n+ 1- x
* + = +x n+ 1- xn + xn - x

* + [ +xn+ 1- x n + + +x n - x
* + [

An(1+ L ) + 1 +x n - x
* +# (18)

把( 17)和( 18)代入( 16) ,并引用条件( � ) ,化简得

  +xn+ 1- x
* +2 [

      (1- An)
2
+ LAn[ 2A

2
n(1+ L )

2
+ 2An(1 + L ) ] +xn - x

* +2 [

      (1- An)
2
+ LAn[ An+ 2An(1 + L ) ] +xn - x

* +2
=

      (1- An) + An [- 1 + An (1+ 3L + 2L2) ] +xn - x
* +2 [

      ( 1- An) +xn - x
* +2

,   ( n = 0, 1, 2, ,)# (19)

借用不等式1 - x [ e
- x

,于是上式可写成

  +xn+ 1- x
* +2 [ e- A

n +x n - x
* +2 [ , [

      exp - E
n

j = 0

Aj +x0 - x
* +2

,   ( n = 0, 1, ,)# 

故由条件( � )知, +x n+ 1- x
* + y 0( n y ] )# 又在(20) 两端开平方,即得 x n y x

*
的误差

估计式 :

  +xn+ 1- x
* + = exp -

1
2 E

n

j = 0
Aj # +x 0- x

* + # 

证毕# 
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Mann and Ishikawa Iterative Approximation of Solutions

for m _Accretive Operator Equations

Zhang Shisheng

( Depa rtm ent of Mathema tics , Sichuan Un iver sity , Chengdu 610064, P R China )

Abstract: The purpose of the paper is to study theMann and Ishikawa iterative approximation of so-

lutions for m _accretive operator equations in Banach spaces. The results presented in this paper ex-

tend and improve some authors. recent results.

Key words: m _accretive operator; Mann iterative sequence; Ishikawa iterative sequence
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