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流体饱和多孔介质中波传播问题
的有限元分析
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摘要:  采用基于混合物理论的多孔介质模型,给出流体饱和两相多孔介质波动问题的有限元分

析方法# 采用罚方法导出的有限元动力方程,时间积分可采用显式和隐式积分两种方案# 用编制

的有限元程序分析了一维柱体在跃阶载荷和脉冲载荷作用下的波传播问题, 得到该两种瞬态载荷

作用下固体和流体相位移、速度以及固体相有效应力和孔隙压力随时间的变化关系, 并对波的传

播现象进行了分析# 所得结果与理论相吻合# 
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引   言
多孔介质的动力瞬态响应问题的研究在瞬时固结、石油勘探、噪声控制、地震工程以及生

物医学工程中有着十分重要的地位# Biot[ 1]开创性地首先讨论了流体饱和多孔介质中的波传

播问题, 其理论和结果被广泛引用并成为后来众多模型的参考标准# Zienkiewicz 和 Simon

等[ 2, 3]对 Biot多孔介质模型的波动问题及其有限元数值分析做了较为深入的研究# 尽管 Biot

模型得到广泛的采纳和应用, 但由于其源于经验, 缺乏充分的力学依据,存在不足# 

基于连续介质力学的混合物理论的建立,导致了现代多孔介质理论的出现# 现代多孔介

质理论,被理解为受体积分数约束的混合物理论
[ 4]# Bowen在现代连续介质力学框架内, 以混

合物理论为基础,将体积分数视为独立变量, 给出了不可压缩和可压缩流体饱和多孔介质模

型
[ 5, 6]# 由于该类模型的建立基于连续介质力学的理论之上, 可由系统化的方法进行扩展和

深入,因而越来越受到重视[ 4]# 文[ 7]采用基于混合物理论的多孔介质模型, 用Laplace变换法

得到流体饱和两相多孔介质一维瞬态波传播的分析解, 并给出了跃阶载荷和脉冲载荷作用下

瞬态响应的结果# 其为数值分析方法提供了参考依据# 

本文采用 Bowen的不可压缩多孔介质模型[ 5] ,导出流体饱和两相多孔介质波动问题的有

限元方程,指出方程的时间积分可采用显式和隐式积分两种方案# 用编制的有限元程序分析

了一维柱体在跃阶载荷和脉冲载荷作用下的瞬态响应# 

1  控 制方 程
基于混合物理论的多孔介质被视为由多种组分组成的不相混溶的混合物# 各组分为具有

1235

 应用数学和力学,第 20 卷 第 12 期( 1999 年 12月)

  Applied Mathematics and Mechanics           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  1998_08_07; 修订日期:  1999_04_11

作者简介:  严波( 1965~ ) ,男, 博士,副教授.



独立运动规律的连续介质,它们的几何和物理量在整个空间上定义# 混合物作为一个整体,满

足单一均匀介质的平衡方程# 用体积分数表达某一组分在混合物中所占的比例,定义为该组

分的体积与混合物总体积之比# 

任一组分 <A的质量平衡方程的局部表达式为

  ( QA)c
A+ QAdivxc

A = Q̂A, (1)

这里, xc
A为各组分质点的速度, (#)cA表示物质时间导数, QA = n

AQAR 为组分的宏观质量密度,

QAR为组分的微观质量密度, n
A为体积分数# Q̂A= Q̂A( x, t ) 表示在时刻 t占据x点的其它所有

组分对组分 <A的质量供给# 由混合物的局部质量平衡定义可知

  E
k

A= 1
Q̂A = 0, (2)

即所有 k 个组分的质量供给之和为零# 

对组分 <A,线动量平衡定律的局部表达式为

  divT A
+ QA( bA- x

d
A) + p̂

A
= 0, (3)

这里 x
d
A为各组分质点的加速度, T

A为组分 <A的部分 Cauchy应力张量( partial Cauchy st ress

tensor) , bA是外部体积力密度,如重力加速度# 而 p̂
A
= p̂

A
( x, t ) 表示单位体积的线动量供给,

也可理解为是组分 <A与其它组分间的局部相互作用力# 由混合物的线动量平衡可得

  E
k

A= 1
( p̂

A
+ Q̂

A
x

c
A) = 0# (4)

仅当方程( 4)满足时, 作为 k 个组分的迭加所得到的混合物才与作为单一均匀材料的混合物具

有相同的行为# 

假设组分 <A的局部动量矩平衡方程为

  T
A
= T

AT
- M̂

A
, (5)

式中 M̂
A
= M̂

A
( x , t ) 是反对称动量矩耦合张量, 与局部动量矩供给有关# 混合物的动量矩平

衡公理导致

  E
k

A= 1
M̂

A
= 0# (6)

对于流体饱和两相多孔介质, 假设两相介质之间不存在化学反应、质量交换和动量矩交

换,则组分的质量平衡方程为

  ( QA)c
A+ QAdivxc

A = 0# (7)

动量平衡方程为

  divT A
+ QA( bA- x

d
A) + p̂

A
= 0, (8)

动量矩平衡导致

  T
A
= T

AT
, (9)

即此时部分应力为对称张量# 方程中 A= S, F,分别表示固体和流体相# 由饱和条件有

  n
S
+ n

F
= 1# (10)

由于两相间不存在质量交换, 由( 4)式动量供给项 p̂
A满足

  p̂
S
+ p̂

F
= 0# (11)

进一步假设固体和流体相微观上是不可压缩的,即 Q
AR

= const, 则固体和流体相的本构关

系为
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  T
S
= - n

S
pI + T

S
E, T

F
= - n

F
pI + T

F
E, (12a, b)

其中

  
T
S
E = Q

S 5 WS

5FS
F
T
S ,

T
F
E = 2LFDD

F +
2
3
LF + KF ( DF # I) I ,

(13)

式中 p 为孔隙流体压力, T
A
E 为附加应力, FS 是固体相的变形梯度, DF为流体的变形率张量,

D
D
F 为变形率张量的偏量# T

S
E即为固体骨架中的有效应力, WS是Helmholtz自由能# 假设流

体为理想无粘性流体,则其本构关系简化为

  T
F
= - n

F
pI# (14)

两相介质中的总应力 T为两相的部分应力之和,即

  T = T
S
+ T

F
= - p I + T

S
E, (15)

其与经典土力学中的有效应力原理[ 4]一致# 相应的动量供给项

  p̂
F
= pgradnF+ p̂

F
E, p̂

F
E = - AM( x

c
F- x

c
S) , (16)

这里 p̂
F
E称为有效动量供给量# 对于各向同性渗透情况,系数 AM为

  AM=
( n

F
)
2CFR

JF
, (17)

其中 JF为达西( Darcy) 渗透系数,而 CFR 为流体相的比重# 

此外,由质量平衡方程( 7)和组分的微观不可压缩性假设可得
[ 5]

  n
S
= n

S
0(detFS)

- 1
, (18)

式中 n
S
0为固体相在参考状态的体积分数# 进一步将式(12)、(14) 和(16) 代入(8) ,并考虑不

可压缩条件,可将(7) 和(8) 式写成

  div( nSxc
S+ n

F
x

c
F) = 0, (19)

  divTSE - n
Sgradp + QS( b - x

d
S) + AM( x

c
F - x

c
S) = 0, (20)

  - n
Fgradp + QF( b - x

d
F) - AM( x

c
F - x

c
S) = 0# (21)

假设多孔介质在小变形范围内, 固体相为各向同性线弹性介质, 则固体相的本构方程

( 12a)可具体写成

  T
S
E = 2LSES

+ KS( ES # I ) I , E
S
=

1
2
( graduS+ gradT uS) , (22)

这里 LS和 KS 为固体相的宏观Lame常数# E
S为线性化的 Lagrange应变张量, u

S为固体相的

位移# 

利用式( 18) ,考虑到 E
S # I n 1,则体积分数可表达为

  n
S
= n

S
0(1 + E

S # I)
- 1 U n

S
0, (23)

即在小变形情况下, n
S
可近似为 n

S
0# 

忽略外部体积力, 引用Laplace 算符, 并分别用 ÛuA和&uA代替x
c
A和x

d
A,则方程(19) ~ (21) 成

为

  #̈( nSÛuS+ n
FÛuF) = 0, (24)

  #̈TSE - n
S

p̈ + AM( ÛuF - Ûu S) = Q
S&u S, (25)

  - n
F

p̈ - AM( ÛuF - ÛuS) = QF &uF# (26)

问题的边界条件为
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  u
S
= û

S       #uS 上, (27a)

  ÛuF = Ûu
^ F

#ÛuF上, ( 27b)

  t
S
= t̂

S #t S上, (27c)

  t
F
= n

F
pn = n

F
p̂n #t F上# ( 27d)

初值条件为

  

u
S
(0) = u

S
0, u

F
(0) = u

F
0;

ÛuS(0) = Ûu S0, ÛuF (0) = ÛuF0;

&uS(0) = &u S0, &uF (0) = &uF0# 

(28)

场方程( 24) ~ ( 26)和边界条件( 27)及初始条件( 28)即构成了流体饱和两相多孔介质波动问题

的边值和初值问题# 

2  有限元方程及其解法

对上述边、初值问题采用 Galerkin加权残值法
[ 8]
可导出其有限元公式# 为此, 可在方程

( 24)中引入一罚参数B, 使其成为

  #̈( nSÛuS+ n
FÛuF) +

p
B

= 0, (29)

B为一大数, 当 B y ] 时, 方程(29) 与(24) 等价# 从(29) 可得

  p = - B #̈( nSÛuS + n
FÛuF )# (30)

将其代入( 25)和( 26)式,可在方程中消去压力 p# 设(27a) 和( 27b) 为强制满足的边界条件,

( 27c) 和( 27d) 为自然边界条件# W
S
, �W

S
, W

F
, �W

F
分别为固体相和流体相动量方程及自然边

界条件的权函数,则相应的加权残值表达式为

QV
W
S#[ #̈TSE - n

S
p̈ + AM( ÛuF- Ûu S) - Q

S&uS] dv + Q#
t
S
�W
S#(�t S- t

S
)d # +

    QV
W
F#[- n

F
p̈ - AM( Ûu F- ÛuS) - QF &uF] dv + Q#

t
F

�WF#n
F
(�p - p ) nd # = 0# (31)

经推导可得( 31)式的弱形式

QV
( ¨W

S
) : [ KS eSI + 2LSES

+ n
SB #̈( n

SÛu S+ n
FÛuF) I ] dv - QV

W
S#AM( Ûu F- ÛuS)dv +

   QV
( W

S#QS &u S) dv + QV
( ¨W

F
) : [ n

FB #̈( nSÛuS + n
FÛuF ) I ] dv + QV

W
F#AM( ÛuF - ÛuS)dv +

   QV
( W

F#QF &uF)dv = Q#
t
S

W
S#�t Sd # +Q#

t
F

W
F#nFp̂nd ## (32)

此方程是有限元分析的基本方程# 对区域 V 进行离散化, 则每一个单元均应满足方程(32)# 

现对单元的固体及流体相的位移和速度插值

  u
S
= Nu

S
n , Ûu S = NÛu Sn , u

F
= Nu

F
n, ÛuF = NÛuFn# (33)

这里固体和流体相取相同的插值函数, 只要其 C0连续, 便足以使方程( 32) 中的所有积分有

限# 式中下标为 n的量代表单元n 的节点上的相应物理量# 采用Galerkin法, 取

  W
S
= NW

S
n, W

F
= NW

F
n , (34)

W
S
n 和W

F
n 为单元n 的任意系数# 略去推导过程,最后可得单元平衡方程

1238 严   波   刘  占  芳   张  湘  伟



  
M
S
n 0

0 M
S
n

&u Sn

&uFn
+

An - An

- A
T
n An

+ B
( n

S
)
2
Cn n

S
n
F
Cn

n
S
n
F
C
T
n ( n

F
)
2
Cn

ÛuSn

ÛuFn
+

      
Kn 0

0 0

u
S
n

u
F
n

=
F
S
n

F
F
n

, (35)

式中

  

M
S
n = QV

n

QSNT
Ndv , M

F
n = QV

n

QFNTNdv,

Cn = QV
n

B
T
D1Bdv , An = QV

n

AMN
T
Ndv ,

Kn = QV
n

( K
S
B
T
D1B + L

S
B
T
D2B)dv,

F
S
n = Q#

t
S
N
T�t Sd # , F

F
n = Q#

t
F
N
T
n
F
p̂nd #,

D1 =

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

, D2 =

2 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

# 

(36)

对区域 V 中所有单元求和,得系统方程

  M&u + CÛu + Ku = f , (37)

此即为流体饱和两相多孔介质波动问题的有限元平衡方程# 此方程的求解, 时间积分可用

Newmark隐式方法# 当 A\ 1/ 2, B \ A/ 2时,方法是无条件稳定的,时间步长的选取只需满足

精度要求# 为最大限度地抑制高频数值,文[ 9] 建议参数的选取应满足如下关系

  B=
1
4

A+
1
2

2

# (38)

若选择集中质量矩阵,采用显式积分,可避免方程求解过程,从而提高计算效率,但此时方法是

条件稳定的,时间步长的选取应满足稳定性和精度要求# 通常其要求时间步长很小# 

利用方程( 30) ,可计算出单元中的压力# 

3  一维波传播问题

采用上述方法, 编制了二维有限元程序# 程序中方程系数矩阵采用变带宽一维存储,因而

可用于较大规模实际问题的分析# 程序包括隐式和显式两种时间积分方案,可供选择# 

所计算的一维问题的有限元模型如图 1( a)所示# 多孔介质的物理参数为

  E = 310 @ 107 N/ m2, M= 0120, nS = 0167, nF = 0133, QS = 210 @ 103 kg/m3,
  QF = 110 @ 103 kg/ m3, CFR = 110 @ 104 N/ m3, JF = 0101 m/ s # 

文[ 7]给出多孔介质中一维波的传播速度为

  c0 =
( n

F
)
2
( KS+ 2LS)

( n
F
)
2QS + ( n

S
)
2QF

,
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( a) 模型      ( b) 跃阶载荷        ( c) 脉冲载荷  

图 1  有限元模型

图 2 跃阶载荷作用下固体和流体相的位移

与时间的关系( S: 固体相, F:流体相)

图 3  跃阶载荷作用下固体相的速度与时间的关系

代入参数计算可得 c0 = 601398 m/ s# 为了避免波反射的影响,取柱体的高度为80m# 计算选

择Newmark隐式积分方法,取 A= 016, B= 01302 5, 时间步长 $t = 01002 s# 罚参数取1014~
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1017, 不影响计算结果# 计算中采用四边形四节点单元# 图1 ( b)和 1( c)所示为两种瞬态载

荷# 计算结果如图 2到图 11所示# 

图 4  跃阶载荷作用下流体相的速度与时间的关系

图 5 跃阶载荷作用下固体相轴向有效应力与时间的关系

图 6  跃阶载荷作用下孔隙压力与时间的关系

1241流体饱和多孔介质中波传播问题的有限元分析



图 7 脉冲载荷作用下固体和流体相的位移与时间的关系

图 8  脉冲载荷作用下固体相的速度与时间的关系

图 9  脉冲载荷作用下流体相的速度与时间的关系

  从图中可见,固体和流体相中存在波的传播现象# 固体的有效应力表现出明显的波传播

特性,而压力则未表现出这种特征,这是由于流体的不可压缩性所致# 波幅在波传播过程中衰
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减较快# 在跃阶载荷作用下, 固体向下运动, 流体被不断地挤出孔隙# 该过程反映了内摩擦引

起的粘弹性质# 在波的传播过程中,位移的变化是连续的, 而速度和有效应力出现近乎跳跃的

变化# 在脉冲载荷作用下,固体和流体相的位移在极短的时间(加载时间)内达到最大值,之后

迅速减小至很小的值# 接近表面所产生的负压,是固体回弹,孔隙吸回流体的表现# 

图 10 脉冲载荷作用下固体相轴向有效应力与时间的关系

图 11  脉冲载荷作用下孔隙压力与时间的关系

与文[ 7]的理论解比较, 可见本文所得结果与之相符, 限于篇幅, 这里未给出文[ 7]的结

果# 

4  结   论

本文基于混合物理论的现代多孔介质模型,用罚方法导出流体饱和两相多孔介质波动问

题的有限元方程,讨论了方程的求解方法# 用编制的有限元程序分析了一维柱体在跃阶载荷

和脉冲载荷作用下的波传播问题# 较全面地给出了两种情况下各物理量的响应曲线# 从固体

和流体相的位移、速度以及固体有效应力的变化曲线可见, 柱体中存在波的传播# 由于流体的

不可压缩性,压力不具波的传播特性# 所得结果与理论相吻合, 证明方法正确, 程序可靠,具有

实际意义# 
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Finite Element Analysis of Wave Propagation in

Fluid_Saturated Porous Media

Yan Bo1,  Liu Zhanfang1,  Zhang Xiangwei2

( 11Depa rtm ent of En gin eer ing Mechani cs , Chongqin g Un iver sity , Chon gqin g 400044, P R China ;

21 Shantou Un iv er sity , Shantou 515063, P R China )

Abstract: With the porous media model based on mixture theory, a finite element formulation for dy-

namic transient analysis of fluid_saturated two_phase porous media is presented. Time integration of

the equation, deduced with penalty method, can be performed by using implicit or explicit method.

One_dimensional wave propagation in column under step loading and impulsive loading are analyzed

with the developed finite element program. The obtained curves of displacements, velocities, effec-

tive stresses and pore pressures against time demonstrate the existence of wave propagation phenome-

na, which coincide with the theoretical results.

Key words: porous media; wave propagation; finite element method
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