
文章编号: 1000_0887(1999) 12_1252_07

封闭薄壁截面空间曲杆的双力矩
X
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摘要:  讨论了各向异性材料薄壁截面空间曲杆的双力矩, 给出了一般解法及平面曲杆受竖向载

荷作用的双力矩公式# 
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引   言
薄壁截面直杆的约束扭转问题,无论是匀质材料或是各向异性非匀质材料,对开口截面或

对闭合截面,均已得到完好的解答[ 1, 2, 3]# 但对于空间曲杆,这个问题至今却未能得到令人满

意的结果# 近代工程结构,特别是与箱形截面曲梁相关的桥梁工程结构,急需对这一问题作深

入的研究# 为此,本文基于各向异性材料提出了封闭薄壁截面空间曲杆的双力矩解法# 

设空间曲线 l 的切线、法线和次法线单位矢量分别为 es、en、eb , 对足够光滑的曲线, 如下

Frenet公式成立,即

  Ûes = k0 en , Ûen = - k0 es + S0 eb , Ûeb = - S0 en, (1)

式中 ( #) = d(  ) / ds, s、k0 和 S0分别为弧坐标、曲率和挠率
[ 4] # 

图 1 Rs 和Sst

过平面图形F 上的定点O1, 在面内取两正交

的固定方向 O1N和O1G,让点 O1在曲线 l 上运动

且平面图形总垂直于 l , 由此产生的图形 F 的轨

迹构成了空间曲杆# 方向 O1N与曲线法线 en 的

夹角记为H# 通常 H是 s的函数# 如果用 eN和 eG

表示 O1N和O1G的单位矢量,则有

eN = encosH+ ebsinH,

eG = - ensinH+ ebcosH# 
(2)

由式( 1)可以得到

Ûes = kNeN- kGeG ,

ÛeN = - kNes + SeG,

ÛeG = kGes - SeN,

(3)
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式中 kN= k 0cosH, kG = k0sinH, S = S0+ ÛH# 
设曲线 l 为杆的轴线, 并称图形 F 为杆的截面# 用 h表示壁厚, t表示壁厚中线的弧坐

标# 并假定壁厚 h远小于截面的面内尺寸,于是, 取材料的本构方程可近似表示为(图 1)

  Rs = EEs, Sst = GCs t , (4)

式中 E、G 为相应的拉压模量和剪切模量[ 5] # 

1  内力、平衡方程和几何方程

把截面 F上的应力矢量向O1简化,得到主矢 N和主矩M,分别用N s、NN、NG和M s、MN、MG

表示其分量,则

  N = N ses + NNeN+ NGeG, M = M ses + MNeN+ MGeG ,

其中 N s为轴力, NN、NG为切力, Ms 为扭矩, MN、MG为弯矩# 再以 p和m表示轴线单位长度对

应的外力和外力矩为

  p = pses + pNeN+ pGeG , m = mses + mNeN+ mGeG# 

平衡方程为

  

d
d s

N - [ K]# N + p = 0 ,

d
d s

M - [ K]# M - [ H]# N + m = 0 ,

(5)

式中

  N = N s NN NG
T
, M = Ms MN MG

T
,

  p = ps pN pG
T

, m = ms mN mG
T

,

  K =

0 kN - kG

- kN 0 S

- kG - S 0

, [ H ] =

0 0 0

0 0 1

0 - 1 0

# 

其通解[ 6]为(取 m = 0 )

  
N = [ A] # Q0 - Q

s

0
[ A ]

T # p ds ,

M = [ A ] # R0 + Q
s

0
[ A ]

T # [ H ] # [ A ] # ( Q0 + Q
*

)ds ,

(6)

式中 Q0 和 R0 为积分常数, Q
*

= - Q
s

0
[ A]

T
p ds# 如空间固定的直角坐标系基本单

位矢量为 ex、ey、ez ,则有

  [ A ] =

es#ex es#ey es#ez

eN#ex eN#ey eN#ez

eG#ex eG#ey eG#ez

# (7)

为了导 出几何方程, 引入乘 子 Dus、DuN、DuG、DUs、DUN、DUG , 用 Dus DuN DuG 和

DUs DUN DUG 左乘方程(5) 两端,将两等式求和后在区间(0, l ) 上对 s 作积分,得到

Q
s

0
[ ( ÛN s - kNNN+ kGNG+ p s)Dus + ( ÛuN- kNus - SNG+ pN)DuN+

    ( ÛN G- kGN s + SNN+ pG)DuG+ ( ÛM s - kNMN+ kGMG+ ms )DUs +

    ( ÛMN+ kNMs - SMG - NG + mN)DUN+ ( ÛMG - kGMs + SMN+ NN+ mG)DUG] ds =
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    Q
l

0
( N sDE+ NNDCN+ NGDCG + MsDJs + MNDJN+ MGDJG)ds +

    [ N sDu s]
l
0+ [ NNDuN]

l
0+ [ NGDuG]

l
0+ [ M sDUs]

l
0+ [ MNDUN]

l
0 + [ MGDUG]

l
0, (8)

其中引入了记号 [ J ]
s
0 = (J ) s= l - ( J) s= 0和

  

E= Ûu s - kNuN+ kGuG, CN = ÛuN+ kNu s - SuG - UG ,

CG = ÛuG - kGu s + SuN+ UN, Js = ÛUs - kNUN+ kGUG,

JN= ÛUN+ kNUs - SUG , JG = ÛUG - kGUs + SUN# 

(9)

则在方程( 8)中, E、CN、CG、Js、JN、JG分别是广义应力N s、NN、NG、Ms、MN、MG对应的广义应变,

u s、uN、uG、Us、UN、UG为载荷p s、pN、p G、ms、mN、mG对应的广义位移# 边界条件为

  N s 或us , NN或uN, NG或uG, M s 或 Us, MN或 UN, MG或 UG# (10)

通常将方程( 9)称为几何方程,可改写为

  

d
d s

U - [ K]# U - J = 0 ,

d
d s

u - [ K]# u - [ H]# U - E = 0 ,

(11)

式中

  U = Us UN UG
T
, u = u s uN uG

T
,

  J = Js JN JG
T

, E = E CN CG
T# 

因此,几何方程有通解

  
U = [ A ]#( W0 + W* ) ,

u = [ A ] # U0 + Q
s

0
[ A ]

T#( E + [ H ]#[ A ] ( W0 + W* ) ) #ds ,
(12)

式中 W0 和 U0 为积分常数, W* = Q
s

0
[ A ]

T# J ds # 

2  双力矩和等效本构方程

在上面的讨论中未计入双力矩# 非自由扭转的空间薄壁杆, 存在双力矩情况下, 仿照[ 1,

5]取截面上应变 Es 和 Cst 的分布规律为

  
Es = E+ GJN- NJG- ÛJX*A ,

Cst = Jsr 0- CNsinA+ CGcosA- J( r0- e) ,
(13)

式中 E、CN、CG、Js、JN、JG仍按式(8) 表示# 对于闭合薄壁截面,考虑约束扭转引入了广义应变

J# X*A 、r0、rA、e定义(图 2) 为[ 5]

  X*A = XA - Q
t

0
edt , e = 8 GhR dt

Gh
, XA = Q

t

0
rAdt , 8 = XA | s= l# (14)

坐标系 O1NG、点 A 和弧长计算起点P0的选择应满足的条件是

  RENhdt = REGhdt = 0, RENGhdt = 0

和    RENX
*
A hdt = REGX

*
A hdt = 0, REX

*
A hdt = 0# 

这种坐标系 O1NG称为物理形心主轴系, X*A 为物理主扇性坐标# 

引入内力的应力表示为

1254 封闭薄壁截面空间曲杆的双力矩



图 2  截面性质

  

N s = RRsh dt , NN = - RSstsinAhdt ,

NG = RSstcosAhdt ,

M s = RSs tr 0hdt ,

MN = RRsGhdt ,

MG = - RRsNhdt ,

M B = RRsX
*
A hdt ,

(15)

式中 M B为双力矩# 另记

MsB = RSst ( r0- e) hdt , (16)

容易证明

  Q
l

0R( RsDEs + Ss tDCst ) hdt#ds = Q
l

0
[ N sDE+ NNDCN+ NGDCG + M sDJs +

      MNDJN+ MGDJG + ( ÛM B- M sB)DJ] ds - [ MBDJ]
l
0# (17)

另一方面,应变能的变分为

DU = DQ
l

0R 1
2 ( EE

2
s + GC

2
s t ) hdt#ds =

    Q
l

0
D11EDE+ D22 CNDCN+ D33CGDCG + [ D44Js - ( D44- D0) J]DJs +

    D55JNDJN+ D66JGDJG + [ ( D44- D0) ( J- Js ) - D77ÛJ]DJ ds +

    [ D77ÛJDJ]
l
0 + Q

l

0
- RGrA sinAh dt ( JsDCN+ CNDJs) +

    RGrA cosAhdt ( JsDCG + CGDJs ) - RGsinAcosAhdt ( CNDCG + CGDCN) +

    RG( rA - e) sinAh dt ( CNDJ+ JDCN) - RG ( rA - e) cosAhdt ( CGDJ- JDCG) ds# 

(18)

若假设截面形状和 G的分布关于轴O1N和O1G对称,则后一积分式恒为零# 使式(17) 和(18)

右端相等,得到杆的等效本构方程

  
N s = D11E, NN= D22CN, NG = D33CG, M s = D44Js - ( D44- D0) J,

MN = D55JN, MG = D66JG, M B = - D77ÛJ, M sB = ( D44- D0) ( Js - J) ,
(19)

式中

  

D11 = REh dt , D22 = RG sin2Ahdt , D33 = RGcos2Ah dt ,

D44 = RGr
2
0hdt , D55 = REG2hdt , D66 = REN2hdt ,

D77 = REX* 2A hdt , D0 = 82 R dt
Gh

,

(20)

其中 D0 为自由扭转截面的抗扭刚度# 并有关系式

  RGr 0 eh dt = RGe
2
hdt = D0# 
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全杆的最小势能原理可表示为

  DU - DQ
l

0
( p

T# u + m
T# U )ds = 0, (21)

可导出用广义位移表示的平衡方程( 5)和用广义位移表示的变分方程

  ÛM B - M sB = 0# (22)

此外,还可导出边界条件( 10)和边界条件

  [ MBDJ]
l
0 = 0# (23)

3  双力矩求解的一般方法

封闭薄壁截面空间曲杆静力学问题的方程包含有(A) 变分方程( 21) ; ( B) 几何方程( 11) ;

( C) 等效本构方程( 19)# 一般的求解步骤是:

首先,由本构方程( 19)的第 4、7、8式和式( 22) ,建立 J和 Js 的方程

  D44Js - ( D44- D0) J- M s = 0, (- D77ÛJ) - ( D44- D0) ( Js - J) = 0# (24)

如果 D kk 为常数( k = 1, 2, ,, 7) ,则此方程对 J和Js 求解得到

  J= c1chAs + c2shAs + J* , Js =
D44 - D0

D44
J+

1
D44

M s , (25)

式中 J* 为方程(24) 的一个特解 ,

  A= ( D44- D0) # D0/ D44D77# 

这样, J 和 E 都可由 N 、M 和积分常数 c1 和 c2表达# 余下的问题是确定积分常数

Q0 、R0 、 W0 、 U0 和 c1 与 c2# 

4  平面曲杆受竖向分布载荷的双力矩

在式( 3)中取 S = 0、H= 0,就得到平面曲杆的情况(图3)# 把直角坐标系 Oxyz 的原点置

于曲杆端点( s = 0) , 把坐标面 Oxy 取为杆轴线所在平面,给定的载荷为

图 3  平面曲杆的轴线

m = 0 , p = 0 0 q
T # 

如果取杆轴线为半径等于 a 的圆,则有

B=
s
a

, k =
1
a

,

x = asinB, y = a(1- cosB) # 

记 D = D77D44/ ( D44- D0) ,则方程(24) 的解(25) 成为

  J= c1chAs + c2shAs +
1

D( k
2

+ A
2
)

M0scosB+

M0NsinB- N0Ga cosB-
D( k

2
+ A2)

D0
+

qa
2 sinB-

s
a

D( k
2

+ A2)
D0

, (26)

Js =
D44- D0

D44
( c1chAs + c2shAs) +

1
D44

(1+ f ) M 0s cosB+ (1 + f ) M0NsinB-

(1+ f ) cosB+ 1 + f
D( k

2
+ A

2
)

D0
N 0Ga +
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qa
2

(1+ f ) sinB-
s
a
1+ f

D ( k
2

+ A2)
D0

, (27)

式中

  f = ( D44- D0)
2
/ [ D44D77( k

2
+ A2) ]# 

由式( 6)和( 12)给出

Ms = M0scosB+ M0NsinB+ N 0Gy - qa( s - asinB) ,

MN = - M0ssinB+ M0NcosB+ N 0Gx - qay ,

NG = N 0G - qs ,

Us = W0s cosB+ W0NsinB+ cosBQ
s

0
( JscosB- JNsinB)ds +

sinBQ
s

0
( Js sinB+ JNcosB) ds,

UN = - W0ssinB+ W0NcosB- sinBQ
s

0
( Js cosB- JNsinB)ds +

cosBQ
s

0
( Js sinB+ JNcosB)d s,

uG = U0G + W0sy - W0Nx + Q
s

0
CGds + Q

s

0
sinBQ

s

0
( JscosB+ JNsinB)ds +

cosBQ
s

0
( Js sinB+ JNcosB)d s ds# 

(28)

式中 M 0s、M 0N、N 0G为M s、MN、NG在端点 s = 0处的值, W0s、W0N、U0G为Us、UN、uG在端点s = 0处

的值, JN和 CG则由式(19) 通过 MN和NG表示# 此外, N s、NN、MG、u s、uN、UG均恒为零# 

如果在 s = 0处杆被固定,而在 s = l 处杆处于自由状态,则其边界条件可表示为

  s = 0( B= 0) , U0G = 0, W0s = W0N= 0, J= 0 (存在双力矩) ,

  s = l ( B= Bl ) , NG = 0, Ms = MN = 0, ÛJ = 0 (不存在双力矩)# 

由这些条件决定出的积分常数为

  

N0G = ql , M0s = qal 1 -
q
l
sinBl ,

M 0N = - qa
2
(1- cosBl ) ,

c1 = qa
asinBl

D( k
2

+ A
2
)

-
l

D
* ,

c2 = - c1thAl +
qa
2

D( k
2

+ A2)
# k

3

A3
# 1
chAl

# 

(29)

式( 19)之第 7式给出的双力矩为

  M B = -
D44- D0

D44
qa

2 l
aA-

AsinBl

k
2

+ A
2
shA( l - s )
chAl

+

k
3

( k
2

+ A2) A2
chAs
chAl - 1 +

k

k
2

+ A2
MN # (30)

在固定端 ( s = 0) 处的双力矩为

  M B0 = -
D44- D0

D44
qa

2 l
aA

-
AsinBl

k
2

+ A2
# thAl +
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k
3

( k
2

+ A2) A2
1
chAl

- 1 -
k

k
2

+ A2
(1 - cosBl ) # (31)
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Double_Moment of Spacial Curved Bars With

Closed Thin_Wall Cross Section

Zhu Yuchun,  Zhang Peiyuan,  Yan Bo
( Depar tm ent of Engineer in g Mechanics , Chon gqing Univer sity , Chongqing 400044, P R China )

Abstract: In this paper, the double_moment of thin_wall cross section spacial curved bars of

anisotropic materials is discussed, and a general solving method for this type of problems as well as

the concrete double_moment formula of planary curved bars subjected to action of vertical loads are

given out.

Key words: closed thin_wall cross_section; spatial curved bar; double_moment
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