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分形油藏中非牛顿松弛粘弹性液体
广 义 流 动 分 析
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摘要:  将分形引入渗流力学, 建立了分形油藏具有松弛特性的粘弹性液体的不稳定渗流模型; 利

用双参数 ( d f, ds) 刻画分形油藏的分形特性,利用四参数( d f , d s, Kv , Kp ) 描述粘弹性液的广义流动

特征; 提出了广义的正交变换, 并利用 Laplace_Weber 变换, 拉氏_正交变换给出了无限大地层和有

界地层的精确解和渐近解;通过拉氏数值反演和渐近解分析了分形油藏粘弹性液体流动特征# 探

讨了改变分形参数时压力变化规律# 
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引   言

分形理论是用来描述复杂现象的有力工具,尤其对于刻画介质的非均一性、非有序性是恰

当的# 利用分形几何进行渗流力学研究,可以提高人们对多孔介质、几何尺寸(如裂缝稠度、裂

缝尺寸)进行识别和认识的能力,这是只用物理参数 ( k, <) 传统表示方法所不及的# Chang和

Yortsos[ 1]首次提出牛顿流体在分形油藏中的流动模型, 开创了分形油藏上的试井分析# 

Chakrabarty[ 2]探讨了非牛顿幂律流体在分形油藏中的流动特征# Beier[ 3]和 Aprilian[ 4]基于分形

油藏渗流模型解释了油田中用传统模型无法匹配和解释的复杂油藏的试井结果,得到了与现

场实验一致的结论# 而均质油藏是分形油藏的特例# 这说明分形油藏的渗流研究具有重要的

理论意义和实际意义# 本文以多重复杂性油田为对象, 探讨了分形油藏具有松弛粘弹性液体

的不稳定渗流规律, 并利用Laplace_Weber 变换和拉氏_正交变换求得了分形油藏无限大地层和

有界地层的精确解和渐近解# 通过拉氏数值反演和渐近解讨论了分形油藏粘弹性液体的流动

特征及其对有关参变量的敏感性# 

1  分形油藏非牛顿松弛粘弹性液不稳定渗流

111  分形油藏渗流模型
在油藏工程、渗流力学中,一般具有松弛特性的重质高粘原油呈现了非牛顿液体流变学特

征,在渗流过程中,剪切速率 ÛC与剪切应力S呈现非线性关系# 当压力梯度较小时, 因原油内
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部结构未被破坏具有很高的表观粘度; 但当压力梯度逐渐加大, 原油内部结构遭到局部乃至全

部破坏,表观粘度急剧降低为某个不变值# 稠油的这一渗流特点不同于一般原油的渗流情况,

为了确定这些区别, 必须研究稠油不稳定径向渗流规律# 

在常规原油(近似用牛顿模型表示)条件下, 原油通过多孔介质时速度梯度和压力梯度之

间的平衡状态几乎是瞬间达到的, 因此严格遵循达西定律规定的线性关系# 但在稠油渗流时

却出现特有的驰张现象, 其运动方程为[ 5]

  qr + Kv
5 qr
5 t = -

k
L

5P
5r + Kp

52
P

5 r5 t , (1)

式中 Kv , Kp 分别为速度驰张时间和压力驰张时间# 

假设分形维数为 d f的分形渗流网络嵌入到欧几里得维数为 d ( d = 1, 2, 3) 的不渗透岩块

中,渗流只发生在分形网络中,且服从(1) 式中的渗流规律# 

连续方程的近似形式为[ 1]

  VsN ( r ) c f
5P
5r +

5Qr

5r = 0, (2)

式中 Vs 是典型单元体的体积, N( r ) 是单元体密度,且 N ( r ) = ar
d
f
- 1
, a 直接与渗流网络的几

何孔隙度有关, cf为流体压缩系数, Qr 为体积流量,且

  Qr = Br
d- 1

qr , (3)

B 描述某种相应对称性(如 B = A, 2Ph 和 4P分别描述直线对称、圆柱对称、球对称) # 

  k ( r ) =
maVs

B
r
d
f
- d- H

, (4)

m 是取决于分形网络局部结构性质的常数, H是与分形网络谱维数相关的反常扩散指数# 

将( 1)、( 3)、( 4)式代入( 2)式得量纲为一的流动方程

  
5P D

5 tD
+ KvD

52
P D

5t 2D
=

1
r
d
f
- 1

D

5
5r D

r
B
D
5PD

5r D
+ KpD

52P D

5 rD5tD
, (5)

  PD =
aVsm(P 0- P )

QLr
1- B
w

, tD =
mt

Lc f r
H+ 2
w

, r D =
r
r w

,

  KvD = mKv / Lc f r
H+ 2
w , KpD = mKp / Lc f r

H+ 2
w , B= d f- H- 1,

初值条件   P D | t
D
= 0 = 0, (6)

内边界条件  5
5r D

PD + KpD
5P D

5tD r
D
= 1

= - 1, (7)

外边界条件  
5PD

5 rD r
D
= r

eD

= 0, (8)

或者     P D | r
D
= r

eD
= 0, (9)

    lim
r
D

y ]
PD = 0# (10)

112  正交变换

对于有界封闭地层考虑如下特征值问题

  1
Nd f- 1

d
dN

NB dE
dN

= - K2E , (11)

  dE
dN N= 1

=
dE
dN N= r

eD

= 0, (12)
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得到特征值 K2k , k = 0, 1, 2, ,,其中 K0 = 0, 而 Kk为超越方程

  UM- 1,M- 1( b, br
a
eD, K) = 0

的第 k 个根( k = 1, 2, ,) , 其中: b = 2/ ( H+ 2) , a = ( H+ 2) / 2# 

  Um, n ( x , y , K) = Jm( xK)Yn( yK) - Ym( xK) Jn( yK) ,

Jn( x ) , Yn( x ) 分别为 n阶第一类,第二类 Bessel函数# 

对应于特征值 Kk 的特征函数为

  E( N, Kk) =
1, k = 0,

UM, M- 1( bN
a
, br

a
eD, Kk) N

(1- B) / 2
,   k = 1, 2, ,# 

(13)

特征函数系构成 [ 1, r eD] 上带权函数 Nd f- 1的完备正交系,其正交性即

  Q
r
eD

1
E ( N, Kk) E ( N, Kn) N

d
f
- 1dN=

H ( Kk)   n = k ,

0 n X k ,

其中

  H ( Kk) =

( r
d
f
eD - 1) / d f   k = 0,

r
2a
eDU

2
M, M- 1( br

a
eD, br

a
eD, Kk) - U

2
M,M- 1( b , br

a
eD, Kk )

2a
  k = 1, 2, ,

下面利用特征函数系的正交性,引入正交变换# 

定义  设 u( N) 在有限区间(1, r eD) 内分段连续, 则称

  1
H ( Kk)Q

r
eD

1
u ( N) E( N, Kk ) N

d
f
- 1
dN  k = 0, 1, 2, , (14)

为函数 u ( N) 的有限正交变换,记为 �u ( Kk) 或 F1[ u( N) ] # 

利用特征函数的正交性, 立即得到 �u( Kk) 的逆变换为

  u( N) = E
]

k= 0

�u ( Kk) E ( N, Kk)# (15)

定理  若函数 u( N) 在区间[ 1, r eD] 上具有一阶连续导数,且二阶导数在[ 1, r eD] 上分段连

续,则有

 F1
1

Nd f
- 1

d
dN

NB
du
dN

=
1

H ( Kk)
r
B
eD

du
dN r

eD

E ( r eD, Kk) -
du
dN 1

E( 1, Kk) - K2kF1[ u( N) ] # 

证  F1
1
Nd f- 1

d
dN

NB du
dN =

1
H ( Kk )Q

r
eD

1

d
dN

NB
du
dN

E( N, Kk)dN=

      1
H ( Kk)

N
B du
dN E ( N, Kk)

r
eD

1
- Q

r
eD

1
N
B du
dN

5E( N, Kk)
5N dN =

      1
H ( Kk)

N
B du
dN

E ( N, Kk)
r
eD

1
- u ( N) NB

5E ( N, Kk )
5N

r
eD

1
+

      Q
r
eD

1
u( N) 5

5N NB
5E( N, Kk)

5N
dN =

      1
H ( Kk)

r
B
eD

du
dN r

eD

E ( reD, Kk) -
du
dN 1

E (1, Kk) - K2kF1[ u( N) ] # 

对于有界定压地层可类似地定义正交变换

  �u = F2[ u] =
1

H 1( Kk)Q
r
eD

1
u( N) E1( N, Kk ) N

d
f
- 1dN, (16)

其中 Kk 满足 UM- 1, M( b, br
a
eD, K) = 0,对应的特征函数
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  E1( N, Kk) = N(1- B) / 2UM,M( bN
a
, br

a
eD, Kk)   ( k = 1, 2, ,) , (17)

  H1( Kk) =
1
2a

r
2a
eDU

2
M- 1, M( br

a
eD, br

a
eD, Kk) - U2M, M( b , br

a
eD, Kk) # (18)

逆变换

  u( N) = E
]

k= 1

�u ( Kk) E1( N, Kk )# (19)

2  分形油藏有松弛特性粘弹性液体不稳定渗流问题的精确解

211  无限大地层问题
1) 精确解

对( 5)、( 6)、( 7)、( 10)式组成的定解问题作拉氏变换得拉氏空间的定解问题

  

s (1+ KvD s) �P D = (1+ KpD s )
1

r
d
f
- 1

D

5
5r D

r
B
D
5�P D

5 rD
,

lim
r
D

y ]
�P D = 0,

5�P D

5 rD r
D
= 1

= -
1

s(1 + KpDs )
# 

(20)

(21)

(22)

对上述拉氏空间定解问题作变换 �P D = r
(1- B) / 2
D f ( Q) , Q= br

a
D则可化为

  
s (1+ KvD s)
1+ KpD s

f =
52
f

5Q2
+

1
Q
5f
5Q-

M2

Q
2f , (23)

其中

  M= 1 - ds / 2   d s = 2d f / ( H+ 2) # 

  5f
5Q+

(1 - B)
2

f
Q= b

= -
1

s(1 + KpD s)
# (24)

对( 23)、( 24)作广义Weber 变换
[ 6]

  �f = W[f ] = Q
]

b
Qf ( Q) E2( Q, K)dQ,

其中   E2( Q, K) = JM( KQ)YM- 1( bK) - YM( KQ) JM- 1( bK) ,

得    �f = bE2( b , K) / sKvD ( s + s1) ( s + s2) , (25)

式中- s1, - s2满足方程 :

  KvD s
2
+ ( K2KpD+ 1) s + K2 = 0# (26)

再求Weber逆变换[ 6]

  f ( Q) = Q
]

0

K�f E2( Q, K)dK
J2M- 1( bK) + Y2

M- 1( bK)
=

2
PKvD s ( s + s1) ( s + s2)Q

]

0

E2( Q, K)dK
J2M- 1( bK) + Y2

M- 1( bK)
# 

代回参变量 r D及 �P D 并求拉氏逆变换得

  PD( rD, tD) =
2r (1- B) / 2D

PKvD Q
]

0

[ JM( bKr
a
D)YM- 1( bK) - JM- 1( bK)YM( bKr

a
D) ]

J2M- 1( bK) + Y2
M- 1( bK)

@

1 - e
- s

1
( K) t

D

s1( s2- s1)
+

1 - e
- s

2
( K) t

D

s 2( s 1- s 2)
dK# (27)

井壁上的压降 ( rD = 1)
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  PwD =
2( H+ 2)
PKvD Q

]

0

1 - e
- s

1
t
D

s1( s2- s1)
+

1 - e
- s

2
t
D

s2( s1- s2)
dK

K( J2M- 1( bK) + Y2
M- 1( bK) )

# (28)

当 d f = 2, H= 0时, (27)、(28) 式为均质多孔介质中稠油渗流的精确解
[ 5]

,由于上述解考虑了

稠油的压力梯度和速度梯度的弛张性质,因此具有相当的普遍性,例如当 KvD = KpD = 0时,容

易证明(27)、( 28) 式简化为分形油藏常规原油条件的解

  PD =
2r (1- B) / 2D

P Q
]

0

(1- e- u
2
t
D) [ JM( br

a
Du)YM- 1( bu) - JM- 1( bu)YM( br

a
Du) ] du

u
2
[ J2M- 1( bu) + Y2

M- 1( bu ) ]

和

  PwD =
2( H+ 2)

P2 Q
]

0

(1 - e- u
2
t
D)du

u
3
[ J2M- 1( bu ) + Y2

M- 1( bu) ]
# 

2) 渐近解

直接对( 20)、( 21)、( 22)求解得拉氏空间井眼处的压力分布 ( rD = 1)

  �P wD =
KM( b x ( s ) )

s(1 + sKpD) x ( s ) KM- 1( b x ( s) )
, (29)

  x ( s) = s(1 + KvDs ) / (1 + KpD s)# 

a1 由拉氏变换的性质知 s y 0对应于实空间终时状态(即当时间足够长) ,且由于 s y 0时

  s(1 + KvD s ) / (1 + KpD s) = s,

那么( 29)式就简化为

  �P wD = KM( b s ) / s
3/ 2
KM- 1( b s ) , (30)

相应的实空间长时渐近解(利用 Bessel函数渐近公式)为

  PwD( tD) =
( H+ 2) 2(1- D)

( H+ 2 - d f ) #( ds/ 2)
t
M
D   MX 0, (31)

  PwD( tD) =
1

H+ 2
[ lntD+ 2ln( H+ 2) - C]   M= 0, (32)

式中 C为欧拉常数# 上式表明稠油压力降(压力恢复) 试井的长时资料, 由于非牛顿液参数

Kv、Kp 干扰消失,可用来计算分形地层参数

  P0- P ( t ) = $P = C1 t
M
, (33)

  C1 =
Q( H+ 2) 2ML1- M

aVs c
M
fm

1- M#(1 - M) ( H+ 2- d f)
# 

( 33)式说明压力对时间的双对数图是斜率为M, 截距为 lgC1的直线# 由此可确定 M,可惜

的是没有其它信息就不能确定 d f和 H, 对分形油藏的压力响应在初时较慢,而在较长时间后加

速更快# 

b1 当试井时间较短时,相当于 s y ] 的情况,即有

  
1 + KvDs
1 + KpD s

s =
KvD
KpD

s# 

由 Bessel函数渐近公式有

  �P wD =
1

s(1 + KpD s)
KvD
KpD

s

# 

由于 s 很大时 sKpD m 1,因而其实空间反演解

  PwD = 4t
3/ 2
D / 3 KvDKpDP# (34)
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这个短时渐近解表明在 lgPwD ~ lg tD 双对数图中, 所有压力降或压力恢复曲线在时间很

短时呈现若干斜率为 115的平行直线族# 这个结果的物理意义是当时间很短时, 稠油油田的

试井资料仅仅反映稠油驰张性质所产生的时滞效应,因此可用来确定流变学参数 Kv、Kp # 

212  有界地层问题

1) 有界封闭地层情况

拉氏空间外边界条件

  5�P D/ 5r D r
D
= r

eD
= 0# (35)

对( 20)、( 22)、( 35)构成的有界封闭地层拉氏空间定解问题作正交变换得

  
s (1+ KvD s)
1+ KpD s

P
D

D = - K
2
kP
D

D+
E(1, Kk)

s( 1+ KpD s)H ( Kk)
,

  P
D

=
E(1, Kk )

KvD s( s + s1) ( s + s2)H ( Kk)
, (36)

- s1、- s2 满足方程(26) ,对(36) 式作正交逆变换并作拉氏逆变换得空间解析解

PD( r D, tD ) =
d f

r
d
f
eD
- 1

[ tD - KvD(1 - e- t
D
/ K

vD) ] +

Pr( 1- B) / 2D

KvD E
]

k= 1

1 - e
- s

1
t
D

s1( s2- s1)
+

1 - e
- s

2
t
D

s2( s1- s2)
G1( Kk) ,

G1( Kk) =
KkJM- 1( br

a
eDKk) JM- 1( bKk ) [ JM( br

a
DKk)YM- 1( br

a
eDKk) - YM( br

a
DKk ) JM- 1( br

a
eDKk) ]

J2M- 1( bKk) - J2M- 1( br
a
eDKk )

# 

(37)

2) 有界定压地层情况

拉氏空间外边界条件

  �P D | r
D
= r

eD
= 0# (38)

由( 20)、( 22)、( 38)组成的有界定压地层拉氏空间定解问题类似于有界封闭地层,推导可得实

空间精确解

PD( r D, tD ) =
Pr (1- B) / 2D

KvD E
]

k= 1

1 - e- s
1
t
D

s1( s2- s1)
+

1 - e- s
2
t
D

s2( s1- s2)
G2( Kk) , (39)

G2( Kk) =
KkJM( br

a
eDKk) JM- 1( bKk) [ JM( br

a
DKk)YM( br

a
eDKk) - YM( br

a
DKk) JM( br

a
eDKk) ]

J2M- 1( bKk) - J2M( br
a
eDKk)

,

其中 Kk 满足方程 JM- 1( bx )YM( br
a
eDx ) - YM- 1( bx ) JM( br

a
eDx ) = 0# 

213  压力动态特征

由渐近解解和拉氏数值反演
[ 7]
知压力动态特征,流变学参数,分形参数和边界对压力特征

的影响# 

1) 在 PwD~ tD和dPwD/ d lntD~ tD的双对数图上,曲线呈现二段明显的直线特征(如图1、

2) # 

a1 斜率为 3/ 2的初时直线段,反映粘弹性液体流变学参数 KvD、KpD 的影响 ;

b1 斜率为 1- ds/ 2晚时直线段,反映油藏的分形特征# 

2) 从( 31)式知: d lnPwD/ d lntD曲线,当 tD 增大时,曲线渐渐趋近于一个稳定值1- ds/ 2,

这也是分形结构的一个重要标志# 

3) 分形参数 ds 的影响(如图 1) , 随着时间的增加, 量纲为一的压力曲线相互发散, ds 越
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 图 1  压力与时间双对数图        图 2  压力导数与时间双对数图

图 3  压力与时间双对数图         图 4  压力与时间双对数图

  图 5  压力、压力导数与时间双对数图      图 6 压力、压力导数与时间双对数图   

大,压力曲线越低# 如 d s = 2压力曲线最低# 

4) Kv、Kp 的影响主要在初时, 初时 Kv 越大,量纲为一的压力越小,随着时间的增加,量纲为

一的压力曲线合并为一, Kp 具有同样的特征(如图 3、4所示) # 

5) 边界的影响# 图 5表示封闭圆柱对称油藏量纲为一的压力和压力导数图# 图中说明

在早时压力动态不依赖于 d f ,随着时间的增加, 有限外边界的影响达到,有趣的是 d f越小,量

纲为一的压力越小, 外边界对压力动态影响的时间越早; 压力导数有类似的动态特征, 在长时
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(拟稳态到达时)压力和压力导数有同样的响应# 相反,对于同一 d f , d s越大,量纲为一的压力

越小,有限外边界对压力动态影响的时间越早(如图 6) , 随着时间的增加, 量纲为一的压力曲

线合并为一,且有界封闭边界压降曲线在双对数图中是下凸曲线(如图5、6所示)# 
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Generalized Flow Analysis of Non_Newtonian Visco_Elastic

Fluids Flow Through Fractal Reservoir

Tong Dengke1,  Chen Qinlei2

( 11Petr oleum Univer sity ( Ea st of China ) , Don gying , Shandon g 257062, P R China ;

21 Petr oleum Un iver sity ( Beijin g ) , Beijin g 102249, P R China )

Abstract: In this paper, fractal geometry theory is used to combine with the seepage flow mechanics

to establish the relaxation models of non_Newtonian visco_elastic fluids flow in fractal reservoirs. A

method to scale the fractal properties of a fractal reservoir by a double parameters ( d f, ds ) and to

describe the generalized flow characteristics of visco_elastic fluid by four parameters ( d f, ds , Kv , Kp )

are presented. Exact solutions and asymptotic solutions have been obtained by using Laplace_Weber

and Laplace_orthogonal transforms with both infinite and finite reservoirs. The pressure transient be-

havior of non_Newtonian visco_elastic fluids flow through a fractal reservoir are studied by using the

numerical Laplace transform inversion and asymptotic solutions. The law of pressure change for var-i

ous fractal parameter is obtained.

Key words: visco_elastic fluids; fractal; integral transform; well test analysis
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