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非线性动力系统中两鞍_结分岔点

间非稳定曲线的确定
�
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摘要: � 采用将伪弧长延拓法与 Poincar� 映射法相结合的方法, 确定非自治动力系统中两鞍_结分

岔点间非稳定曲线,并对采用一般延拓法时出现的奇异性进行了证明�� 该方法引入了一正则化方

程,避免了在求解过程中出现的奇异问题, 并给出了相应的迭代格式�� 在曲线的延拓过程中, 由于

存在两个延拓方向,为保证将曲线延拓出来, 给出了一种确定切线方向的方法,该方法在分析非线

性振动系统中的双稳态现象等问题是很有效的��
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引 � � 言

鞍_结分岔在具有周期激振的非线性耗散动力系统中是经常发生的, 并且它的发生将对系

统的动力特性产生大的影响, 对于一个实际的动力系统,其将表现为突跳[ 1]�� 如果滞后和突跳

同时存在一动力系统中, 则系统将表现出非线性动力系统中的双稳态现象,由于这类现象对系

统的危害性很大,因此很有必要对其进行机理方面的研究[ 2]��

对于具有滞后特性的非线性动力系统中的两鞍_结分岔点,其间有一光滑曲线, 但由于其

不稳定[ 3] ,采用直接积分法将不能确定出该曲线, 而采用一般的延拓法,在分岔点处,其相应的

Jacobi矩阵发生奇异��

已有部分文献对于伪弧长延拓法进行了研究及应用,其中文献[ 4]仅给出了伪弧长延拓法

在具有稳态响应的非线性转子动力系统中的应用��

因此,需要对一般的延拓法进行改进,下面将采用伪弧长延拓法与 Poincar�映射相结合的

方法,用以确定具有周期激振的非自治动力系统中的这类曲线��

1 � 延拓方法的基本形式

对于单参数有限维问题:
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� � F( x) = 0, � � x = ( u, �) � R
n � R ,

其中, F : R
n+ 1 � R

n 充分光滑��

假设存在一点 x0 � R
n+ 1

, 满足

� � F( x0) = 0, Rank DuF( x0) = n, (1)

则由隐函数定理知: 存在开区间 J 和唯一光滑曲线x( �) � R
n+ 1

, � � J 且满足:

� � F( x( �) ) = 0, Rank DuF( x0) = n, x�( �) � 0, (2)

并且 � � x(0) = x0,

其中 � � x�( �) = dx( �) / d���

如果已知一点 x0 = ( u0, �0) ,则采用 Newton等方法,通过下列迭代:

� � u
k+ 1

= u
k
- DuF( u

k
, �1)

- 1
F( u

k
, �1) , � � ( k = 0, 1, 2, �) , (3)

其中 �1 = �0+ �, �为选定的步长��

可以确定出曲线上的下一个点 x1 = ( u1, �1)�� 重复上述过程, 就可得到曲线 x( �) ��

图 1 � 具有极限点的曲线

但是上述方法不适合如图 1所示的情况, 因为此时

方程有一简单极限点 x
*
,在 x

* 处 DuF( x
*
) 奇异��

觖决这个问题的一个简便有效的方法是: 选取弧长

s 为参数�,即所求曲线为 x ( s) , 并引入一正则化方程 :

� � N( u, �, s) = 0, � � N: R
n+ 2 � R,

使得联立方程:

� � P( x, s) =
F( x)

N( x, s)
= 0�� (4)

在简单极限点 x
*
处, 其 Jacobi矩阵是非奇异的,正

则化方程可选取下列形式:

� � N = �x ( si )
T
( x( s ) - x( si ) ) - ( s - si )�� (5)

2 � Poincar�映射与伪弧长延拓法相结合

确定周期解的稳定性,就是确定Poincar�截面上不动点的稳定性,即求解下列问题:

� �
�u = f ( u, t , g( v) ) ,

r( v , �) = u(0, v , �) - u( T, v, �) = 0,
(6)

其中 v 为 Poincar�截面上的不动点坐标, T 为外激振周期, �为系统分岔参数, g ( v) 为方程中

与 v 有关的部分��

进而确定所求得的不动点 v
* 处的稳定性,即 � u( T, v , �) / �v * 的特征根��

对于稳定的周期解, 可以采用 Poincar�映射法与一般延拓法相结合的方法, 确定出系统的

响应图( Poincar�截面上)�� 若系统具有鞍_结分岔特性(如图 1所示) , 则一般延拓方法不再适

用�� 即对于一具有周期性的非自治动力系统, 如果在某一参数 �0处发生鞍 _结分岔, 则采用

式(6) 构造的一般延拓方法, 在参数 �0处, D vr( v, �0) 将发生奇异�� 下面将给出这一结论的

证明��

引理 1 � 每个复数矩阵 [ A] n� n 都与一个约当型矩阵[ J] 相似 :

� � [ P]
- 1

[ A] [ P] = [ J ] ,

并且除去约当块的排列次序外,约当型矩阵 [ J] 是被矩阵[ A ] 唯一确定的,其中矩阵[ J] 的主
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对角线上的元素全为[ A ] 的特征值��

下面给出前面结论的证明��

证明 � 因

� � Dvr( v, �0) = [ I ] -
� u( T, v, �0)

� v ( 7)

(对于式(6) ,假设系统在 �0 处发生鞍 _结分岔) ,

在此 � � [ A ] n� n �
� u( T , v, �0)

� v n� n
��

令 �i , i = 1, �, n �i � C为矩阵[ A ] 的所有特征根��

若系统在 �0 处发生鞍 _结分岔, 则矩阵[ A ] 一定有一特征根其值为+ 1(非重根) , 不妨

设 �1 = + 1�� 根据引理 1, 则一定存在非奇异矩阵[ P] ,使得

� � [ P]
- 1

[ A] [ P] = [ J ] , � � 其中[ J] =

1

J 2

�
J s

,

所以对于式( 7) :

� � Dvr( v, �0) = [ P ] [ [ I ] - [ J ] ] [ P]
- 1

,

则矩阵 [ [ I ] - [ J] ] 奇异, 从而 Dvr [ v , �0] 奇异, 因此, 基于一般延拓法的迭代格式就不再适

用��

对于这种情况, 必须构造新的迭代格式, 即引入一正则化方程

� � N( v , �, s) = 0, N : R
n+ 2 � R ,

使得联立方程

� � P( v , �, s) =
r( v , �)

N( v, �, s)
= 0

在迭代求解过程中不发生奇异��

采用的Newton迭代格式:

� �
D vr

i
D�r

i

�vT ��

�vi

��i
=

r
i

N
i

,

其中 � � Dvr =
� u(0, v, �)
� v -

� u ( T, v , �)
� v - f ( u, T , g ( v) )

�T
� v��

由于 � � � u(0, v, �)
� v = [ I ] ,

�T
� v

T

= 0
T
,

故 � � � Dvr = [ I ] -
� u( T, v , �)

� v ��

而
� u( T, v, �)
� v 的求解,则由下列初值问题确定 :

� �

� u
� v

�

=
�f
� u

� u
� v +

�f
�g

� g
� v ,

� u
� v t= 0

=
� u(0, v )
�v ��

而D�r 的求解,可采用下列方法确定:

� � D�r =
� u( 0, v, �)
�� -

� u ( T, v , �)
�� = -

� u ( T, v , �)
�� ,
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其中
� u( T, v, �)

�� 通过求解下列初值问题确定 :

� �

� u
��

�

=
�f
� u

� u
�� +

�f
�� ,

� u
�� t= 0

=
� u(0, v , �)
�� = 0 ��

下面讨论确定�vT、��的方法,它们是关键的参数,决定着延拓的方向,可以通过求解下列方

程得到 :

� �
D�r

i��( si ) + Dvr
i�v ( si ) = 0,

D�N
i��( si ) + DvN

i�v ( si ) = - DsN
i��

(8)

对于上述方程, - ��、- �vT 也是方程的解,切线方向的不确定,很难将曲线延拓出来�� 因

此,采用下面方法确定切线方向:先选取初始点的切线方向 ��、�vT 的符号, 初始点以后的各点,

按下列规则选取相应的��、�vT 的符号 :

� � (�vT
i ,��i ) (�vi- 1, ��i- 1) > 0��

对于本文选用的正则化方程, 方程( 8)可化为:

� �
D�r

i��( si ) + Dvr
i�v ( si ) = 0,

���( si ) �2
+ ��v ( si ) �2

= 1��
(9)

以上是单位切向量 (�v ,��) 必须满足的方程,下面分两种情况讨论其求解方法 :

( � ) Dvr 非奇异情况

此时有

� �
D�r

i���i = - D vr
i��vi ,

���i �2
+ ��vi �2

= 1��
(10)

令 � � � Dvr
i�b = - D�r

i � � (对于本文的单参数动力系统) ,

设 � � � �vi = �b, ��i = �, � � � � R ,

则 � � � �2 + �
2� b �2

= 1,

� � �= � 1

1 + � b �2
��

根据前面的规定,采用下列式子确定 �的符号 :

� � ( �bT
, �) (�vi- 1, ��i- 1) = �( bT��vi- 1+ ��i- 1) > 0��

� � 图 2 � 具有两鞍_结分岔点的响应曲线

( � ) Dvr 奇异情况

此时有��i = 0, �vi应取成D vr
i的零空间,不妨

设: �vi = �b, � � R(要求 b不为零向量, 对于本文

所研究的单参数动力系统, Dvr
i在鞍_结分岔点处

有非重的零根, 即D vr
i的秩为n- 1, 这一要求是很

容易满足的) ,并满足 �2 �b �2
= 1��

则 �= � 1/ � b� � 

�符号的确定 :

( �bT
, 0) (�vi- 1, ��i- 1) = �bT��vi- 1 > 0��

这样, 就可以确定出具有鞍_结分岔且不稳定
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的解曲线,即图 2中两鞍_结分岔点间的非稳定曲线��
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A Method of Following the Unstable Path Between

Two Saddle_Node Bifurcation Points in Nonlinear

Dynamic System

Zhang Jiazhong, � Hua Jun, � Xu Qingyu
( School of Architectur e Engineer in g and Mechanics ,

Xi� an Jia ot on g Univer sity , Xi� an 710049, P R China )

Abstract: A computation algorithm based on the Poincar� Mapping in combination with Pseudo_Arc

Length Continuation Method is presented for calculating the unstable response with saddle_node bifur-

cation, and the singularity, which occurs using the general continuation method combined with

Poincar� Mapping to follow the path, is also proved.

A normalization equation can be introduced to avoid the singularity in the process of iteration,

and a new iteration algorithm will be presented too. There will be two directions in which the path

can be continued at each point, but only one can be used, the method of determining the direction

will be presented in the paper. It can be concluded that this method is effective in analysis of non-

linear dynamic system with saddle_node bifurcations.

Key words: nonlinear dynamic system; bifurcation; stability
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