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摘要:  对于中心刚体固结悬臂梁系统, 当不考虑梁剪应力(即 Euler_Bernoulli梁)影响时, 匀速转动

梁的平凡解是稳定的# 而对于深梁,有必要考虑剪应力(即 Timoshenko 梁)的影响, 此时其匀速转动

平凡解将出现拉伸屈曲# 为此采用广义Hamilton 变分原理建立了中心刚体固结 Timoshenko梁这类

刚_柔耦合系统的非线性动力学模型,应用数值方法研究了匀速转动Timoshenko梁非线性系统的分

岔特性,以及失稳的临界转速# 
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引   言

众所周知, 存在刚性大运动和柔性运动的耦合,乃是柔性多体系统动力学的特征[ 1, 2, 3]# 

因此,研究柔性多体系统构形在刚性大运动下的失稳和分岔特性,是进一步对多柔体系统进行

动力学近似计算的基础[ 2, 3]# 对于中心刚体外固结悬臂梁这种刚_柔耦合系统,已有不少解析

和数值的研究[ 4, 5, 6]# 我们在文献[ 6]中,对于Euler_Bernoulli梁系统, 严格证明了刚体匀速转动

不引起柔性梁的失稳与分岔# 但是对于转动的深梁系统,有必要考虑剪应力的影响,从而必须

考虑转动的 Timoshenko 梁# 文献[ 7, 8]线性的初步分析已经发现,此时对匀转速来说, 有拉伸

失稳和分岔现象的存在# 

本文采用广义Hamilton原理严格建立了中心刚体外固结 Timoshenko 梁这类刚_柔耦合系

统的大挠度非线性动力学模型# 在刚体匀速转动情况下,我们以此非线性模型为基础,应用数

值方法的打靶法,确实得到了转动Timoshenko 梁的屈曲解# 此时 Timoshenko 梁失稳的临界转

速规律也可以通过计算得到# 

1  系统的数学模型

本文修改文献[ 6]中研究的刚_柔耦合系统,设系统中的柔梁为Timoshenko梁# 因此, 系统
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建模中需考虑梁横截面内剪应力的影响# 此时梁微元段的变形如图 1所示, 并设其有效横截

面剪切面积为 JA # 其余的假定和记号与文献[ 6]一致# 

  图 1  梁微元段变形

在惯性坐标系 O
*
x
*
y
*
中, Timoshenko梁的

位移场可表达为

r = ( R + X ( x , t ) - zW( x , t ) ) e1+

( Y( x , t ) + z ) e2# (1)

对于柔梁的各向同性线弹性材料, 应有

N = EA( C- 1) , M = EI
5 W
5x ,

Q = JGA( W- H) ,
(2)

其中 N、M、Q 分别为轴力、弯矩与剪力# 由(1)、

(2) 可计算得到系统的动能为

T =
1
2
I0ÛA2 +

1
2
QQ

L

0
A [ ( ÛX - YÛA) 2+

( ( R + X ) ÛA+ ÛY) 2] + I [ ( ÛW+ ÛA) 2+
W
2ÛA2] dx , (3)

系统的势能为

U =
1
2Q

L

0
EI ( Wc) 2+ JGA( W- H)

2
+ EA ( C- 1)

2
dx# (4)

系统建模的根据是广义Hamilton原理# 当采用Lagrange乘子时,该原理的表达式为

Q
t
2

t
1

D ( T - V) - Q
L

0
[ P( Xc- CcosH) + S ( Yc- CsinH) ] dx + m( t) DA dt = 0, (5)

其中 P、S 为 Lagrange乘子# 

将已求得的动能、势能与虚功表达式代入( 5) , 即可得到本文研究的中心刚体_外 Timo-

shenko 梁这类刚_柔耦合系统的大挠度非线性动力学模型

  

Xc = CcosH,

Yc = CsinH,

EA( C- 1) - (P cosH+ SsinH) = 0,

JGA ( H- W) + PCsinH- SCcosH= 0,

EIWd+ JGA( H- W) - QI&W+ QIWÛA2- QI&A= 0,

Pc- QA
5
5 t ( ÛX - YÛA) - [ ( R + X ) ÛA+ ÛY] ÛA = 0,

Sc- QA 5
5t [ ( R + X ) ÛA+ ÛY] + ( ÛX - YÛA) ÛA = 0,

I0&A+ 5
5t

QQ
L

0
A[ ( ( R + X ) ÛA+ ÛY) (R + X ) - ( ÛX - YÛA) ] +

 I [ ( ÛW+ ÛA) + W2ÛA] dx = m( t)

(6)

及其边界条件

  
X (0, t ) = 0, Y (0, t ) = 0, W(0, t ) = 0,

Wc( L, t ) = 0, P ( L , t ) = 0, S ( L , t ) = 0# 
(7)

本文只研究匀速转动不可压缩 Timoshenko 梁拉伸失稳的临界转速与屈曲解# 因此, 去掉
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方程组( 6)与( 7)中与时间有关的项,且对于匀速转动不可压缩梁, C S 1, 设匀角速度为 ÛA S

8 ,引进量纲为一的参数

  L= QAL
4
8
2

EI
, B= EI

JGAL 2
, E= I

AL
2, a =

R
L
, (8)

并设

  x = LN, X = ( N+ u) L, Y = vL , P =
EIp

L
2 , S =

EIq

L
2 , (9)

则有

  

uc= cosH- 1,

vc= sinH,

H= W- Bp sinH+ BqcosH,

Wd =
W- H
B

- EL2W,

pc = - L
2
( a + N+ u) ,

qc = - L2v

(10)

以及边界条件

  
u(0) = 0, v (0) = 0, W(0) = 0,

Wc(1) = 0, p (1) = 0, q(1) = 0# 
(11)

方程( 10)与( 11)构成了我们寻求Timoshenko梁屈曲解的非线性模型# 如果只关心临界转

速,可将( 10)与( 11)线性化,得到如下简化方程

  

vd- Wc+ BL2( p 0vc)c+ BL2v = 0,

Wd + vc- W
B

+ EL2 W= 0,

p 0 = a(1- N) +
1
2
(1- N2) ,

(12)

图 2 压缩屈曲解 ( a = - 2)          图 3  拉伸屈曲解 ( a = 0)

边界条件为

  
v(0) = 0, W(0) = 0,

vc(1) = W(1) , Wc(1) = 0# 
(13)
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2  分岔行为研究

一般情况下, 对于矩形截面Timoshenko 梁, J= 5/ 6, 因此我们取参数 B= 3E# 下面我们

采用打靶法求解系统(10)、(11)的屈曲解, 采用初值 _代数方法[ 9]计算系统(12)、(13)的临界

转速# 

图 4 E= 01 01时临界转速_参数 a 的变化图

211  屈曲解计算

对于非线性系统( 10)、( 11) , 在参数 E= 0101
时,我们用打靶法计算,确实得到了系统的压缩屈

曲解( a = - 2) 与拉伸屈曲解( a = 0) , 其端部挠

度屈曲解如图2、图3所示# 结果显示: T imoshenko

梁端部挠度压缩屈曲解与拉伸屈曲解均为叉式分

岔# 

212  临界转速计算
对于系统( 12)、( 13) , 我们采用初值_代数法分别计算了参数 E= 0101、E = 01005、E=

01001三种情况下,匀速转动Timoshenko 梁失稳的临界转速随参数 a 的变化规律,结果如图4、

图5、图6所示# 计算结果说明:随着参数 E的变小,在拉伸情况下,临界转速急剧增大# 此结

论进一步印证了匀速转动 Euler_Bernoulli梁平凡解的稳定性[ 6] # 

图 5  E= 01005 时临界转速_参数 a 的变化图   图 6 E= 01001 时临界转速_参数 a 的变化图
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A bst ra ct : For the system of the centre rigid_body mounted on an external cantilever beam, the equ-i

librium solution of the steadily rotating beam is stable if the effect of its shearing stress ( i. e. the

beam belongs to the Euler_Bernoulli type) is not considered. But for the deep beam, it is necessary to

consider the effect of the shearing stress ( i. e. the beam belongs to the Timoshenko type). In this

case, the tension buckling of the equilibrium solution of the steadily rotating beam may occur. In the

present work, using the general Hamilton Variation Principle, a nonlinear dynamic model of the rigid_

flexible system with a centre rigid_body mounted on an external Timoshenko beam is established. The

bifurcation regular of the steadily rotating Timoshenko beam is investigated by using numerical meth-

ods. Furthermore, the critical rotating velocity is also obtained.

K ey w ords: rigid_flexible coupling system; rotating Timoshenko beam; tension buckling
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