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摘要: � 通过分形曲线定义了一类分形曲面(被称为星积分形曲面) , 讨论了这类分形曲面的分形

维数,得出了分形曲线的维数与它们所构造出的分形曲面维数之间的关系��
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引 � � 言

分形曲面作为一种特殊的分形几何有着广泛的应用前景�� 大量的文献(如[ 1~ 3] )研究了

不同材料的断裂表面,表明这些断裂表面均具有分形特征, 可以用分形曲面来模拟�� 其维数可

以用来刻划断裂表面的粗糙度,从而断裂表面的维数与引起材料损伤及破坏的宏观力学量之

间有着相关的关系��

所谓分形曲面就是三维Euclid空间 R
3 中特殊的一类分形集�� 一般地材料的拉断断面可

以表示为定义域 E在坐标平面xOy 内的一个二元函数z = f ( x , y )�� 如果曲面呈现分形特性,

则该函数在 E上处处连续且处处不可导�� 较为简单的一类分形曲面可表示为平面 R
2内的一

条分形曲线 A = ( x , z ) : x � [ c , d] , z = g ( x ) 和 R 内一区间B = [ a, b ] 的直积

� � F = A � B = ( x , y , z ) : x � [ c , d] , y � [ a, b ] , z = g( x ) ,

即分形曲面是由曲线 A 沿直线段平移而得�� 另一类分形曲面是所谓的布朗曲面(参见[ 4] ) ,

对0 < �< 1,定义指数为 �的布朗函数f : R
2 � R 为一随机函数满足: 1) 以概率1, f ( 0, 0) =

0且是( x , y ) 的连续函数; 2) 对( x , y ) , ( h , k) � R
2
,增量 f ( x + h, y + k ) - f ( x , y ) 服从均值

为0,方差为( h2
+ k

2
)
�的正态分布,即:

P (f ( x + h, y + k ) - f ( x , y ) � z ) =
1

2�
1

( h
2
+ k

2
)
�/ 2�

z

- �
exp

- r
2

2( h2 + k
2
)
� dr ��
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我们称 ( x , y , z ) : ( x , y ) � R
2
, z = f ( x , y ) 为指数为 �的布朗曲面��

与人们构造的数学分形相比, 自然界中所固有的物理分形
[ 5]
更具有随机性、复杂性和尺度

有限性(即尺度在某一正区域 [ r , �] 内具有分形特性)�� 在自然界中不存在严格意义上的数

学分形�� 在进行科学研究的过程中, 我们只能对具有某些分形特性的对象建立近似的分形模

型,然后应用分形作为工具,对对象进行分析和研究�� 所以随着研究对象、研究者和研究角度

等的不同, 建立的分形模型会存在差异, 这是不奇怪的�� 对于断裂表面,起初人们均把它作为

自相似分形来研究, 随着研究的深入,发现用自相似分形来刻划断裂表面存在着某些矛盾�� 随

后人们建立了断裂表面的自仿射分形模型�� 但是断裂表面不可能具有严格意义上的自仿射

性,对断裂表面是否可建立更好的分形模型有待于进一步的探讨��

由于分形曲面的不规则性及随机性,分形曲面维数的计算是一个极其复杂的问题,在实际

应用中均是采用近似计算的方法�� 由于分形断面的每一个剖面轮廓线为一个分形曲线, 剖面

轮廓线的粗糙性在某种意义上也能反映出断面的粗糙性, 再根据分形曲面的维数应介于 2和

3之间,因此人们就把断面的分形维数简单的近似地记为轮廓线分形维数加一, 显然这种方法

是极其粗浅的�� 类似的方法还有把等高线的分形维数加一作为分形曲面的分形维数, 等等��

由于各人所用的方法不同, 所得到的维数也存在差异, 有时这种差异是令人难以接受的�� 因

而, 在应用分形维数来解释一些物理现象时, 会得出一些不合理的有时甚至是自相矛盾的结

论��

基于上述情况, 许多学者都在想方设法研究和改进分形曲面维数的计算方法�� 对于任意

集合 A � R
n
, B � R

m
,可知直积 A � B � R

n+ m
, Falconer

[ 4]
给出了一个维数关系:

� � dim( A � B) � dimA + dimB ,

如果分形曲面 F 可以表示成R
2中分形曲线 A 和R

1中一区间的直积, 即分形曲面 F 为分

形曲线 A 沿一直线段平移而得,则 dimF � dimA + 1�� 而指数 �的布朗曲面F 的维数以概率

1为 3- �, 即 P(dimF = 3- �) = 1(参见[ 4] )�� 对于三角形区域或可剖分为三角形区域上的

分形插值曲面,Massopust[ 6] 研究了它们的分形维数,得到了一些结论�� 而对于一般自然形成

的分形曲面(例如岩石断面) ,许多文献提出了他们各自的维数计算方法,Xie 等
[ 7]
提出了投影

覆盖法��

本文应用分形曲线来定义了一类分形曲面,我们把它称为两个分形曲线的星积,讨论了这

类分形曲面的分形维数( Box_counting维数) ,指出这类分形曲面的维数与用于构造它的分形曲

线维数的关系��

1 � 分形维数的基本概念

Mandelbrot在 1975年首先引进了分形几何( fractal geometry)这一概念,但是分形至今仍无

严格的定义,通常情况下一个集合如果具备了下面性质中的一个或几个性质时就被称为分形

(参见[ 4] ) : 1)在任意尺度上具有精细结构; 2) 具有某种自相似性; 3) 分形维数严格大于拓扑

维数; 4) 可由迭代生成��

Hausdorff测度和Hausdorff维数是数学上严格的测度和维数的定义�� 设 F 为R
n 中的任意

子集, s 为一非负数,对任意 �> 0定义

� � H
s
�( F) = inf �

�

i= 1

| Ui |
s
: Ui 为F 的�_覆盖 ��
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当 �减小时,下确界 H
s
�( F ) 增大,且当 � � 0时趋于一极限�� 记

� � H
s
( F ) = lim

��0
H

s
�( F )��

对于任意集合 F这个极限都存在,但极限值可以是0、非负有限实数或 � � 我们称H
s
( F) 为F

的 s_维Hausdorff测度��

若H
s
( F ) < � ,则对于任意 t > s, 均有H

t
( F) = 0�� 从而, 存在 s的临界值使得H

s
( F) 从

无穷�跳跃� 到 0,这个临界值就称为是 F 的 Hausdorff维数,记为 dimHF��

虽然 Hausdorff维数在理论上严格, 但计算起来却非常困难, 只有极小一部分分形能够算

出它们的Hausdorff维数, 这给分形的研究和应用带来了很大的障碍�� 为此人们又引进了计盒

维数( Box_counting 维数)的概念(参见[ 4] ) ,通常人们所说的分形维数( fractal dimension)就是指

的这一维数��

设 F 为R
n
中的任意子集,如果极限

� � lim
��0+

logN�( F )

log(1/ �)

存在,则称此极限为 F 的计盒维数(分形维数) ,记作 dimB( F ) ,为书写方便在本文中我们把它

简记为 dim( F)�� 其中 N�( F) 是下列数中的任意一个 :

� ) � 覆盖 F 的半径为 �的最小闭球数;

� ) � 覆盖 F 的边长为 �的最小的立方体数;

� ) � 与 F 相交的 �_网立方体的个数;

� ) � 覆盖 F 的直径最大为 �的集的最少个数;

� ) � 球心在 F 上,半径为 �的相互不交的球的最多个数��

另外,在上面极限中,当考虑 �� 0时, 只要考虑通过任一满足 �k+ 1 � c � �k的递减序列�k

趋于零时的极限即可,其中 0 < c < 1,例如: �k = c
k
;又例如: �k = 1/ k ��

2 � 星积分形曲面及其维数

设 A 为坐标面xOz 中的一条分形曲线, B 为yOz 中的一条水平直线段�� 把A 沿着B 平移,

我们可得到一个分形曲面 F(图1) ,这一分形曲面可以写成二维空间中的集合A 和一维空间中

的集合 B�( B 在 y 轴上的投影) 的直积

图 1� 分形曲线沿直线平移得到的分形曲面 � � � � � 图 2� 分形曲线沿曲线平移得到的分形曲面

� � A � B� = ( x , y ) | x � A , y � B ��

Falconer[ 4]已证

� � dim( F ) � dim( A ) + dim( B�) = dim( A) + 1��
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现在假定 B 也是 yOz 中的一条曲线或者分形曲线, 让 A 沿B 平移,也可得一个曲面 F (图

2)�� 这时的曲面就不再是两条二维平面中曲线 A 和B 的直积了,我们把这种曲面称为两曲线

的星积,即

定义 � 设 A: z = f ( x ) , x � [ a, b ] 和B : z = g( y ) , y � [ c , d ] 分别为坐标平面 xOz 和yOz

中的(分形) 曲线, f ( a) = g ( c) ,则三维空间 Oxyz 中的曲面

� � F = ( x , y , z ) | x � [ a, b ] , y � [ c , d ] , z = f ( x ) + g ( y ) - f ( a)

称为 A 和B 的星积,记作 A * B ��

显然 A * B = B * A ,即 A 沿B 平移所得到的曲面和B 沿A 平移所得到的曲面相同�� 对

于这样曲面的分形维数我们要证明下面定理 :

定理 � 设 A: z = f ( x ) , x � [ a, b ] 和B : z = g( y ) , y � [ c , d ] 分别为坐标平面 xOz 和yOz

中的(分形) 曲线, f ( a) = g ( c)�� 则

� � dim( A* B ) = ( dim( A ) + 1) � (dim( B ) + 1)

即: A* B 的分形维数为 dim( A) + 1和 dim( B ) + 1的较大者��

为了证明这一定理我们先来引出两个引理��

引理 1 � 如果 dimA � dimB � 1,则

� � lim
�� 0

log[ N�( A) + N�( B ) ]

- log �
= dimA ��

� � lim
�� 0

log[ N�( A) + N�( B ) - �
- 1
]

- log� = dimB ��

其中 N�( A ) , N�( B) 分别为 A , B 的�_覆盖的个数��

证明 � 设 dimA = D,由分形维数的定义可知,对于任意的 �> 0,存在 �0 > 0,当0 < �<

�0时,有

� �
logN�( A)

- log�
< D + �, � � �

logN�( B)

- log�
< D + �,

即 � � � N�( A ) , N�( B) < �
- ( D+ �)

,

从而

� � D = l im
�� 0

logN�( A)

- log� � lim
�� 0

log[ N�( A ) + N�( B ) ]

- log� � D + ���

再由 �的任意性可知第一式成立��

另外,显然存在 ��> 0,当0 < �< ��时也有�- 1
< �- (D+ �) ,由上面类似的方法可证第二

式也成立�� 引理证毕��

现在设 � � �1:
R

2 � R
2

( x , z ) | � x - a
b - a

, z
� � � �2:

R
2 � R

2

( y , z ) |� y - c
d - c

, z

� � � � � � � �:
R

3 � R
3

( x , y , z ) |� x - a
b - a

,
y - c
d - c

, z

引理 2 � 设 �1, �2, �如上定义,则

1) �( A * B) = ( �1( A) ) * ( �2( B ) ) ;

2) dim�1( A) = dimA,

dim�2( B) = dimB ,
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dim�( A* B ) = dimA * B ��

证明 � 1)是显然的�� 对于 2) , 我们设 �( x , y ) 为 R
2
中的欧氏距离, 则任给( x 1, z1) , ( x 2,

z 2) � R
2
,有

� � �( �1( x 1, z 1) , �1( x 2, z 2) ) � L � �( ( x 1, z1) , ( x 2, z 2) ) ,

其中 L = max 1, 1/ ( b - a) , 所以 �1 是 Lipschitz 变换, 同理可证 �
- 1
1 , �2, �

- 1
2 , �, �

- 1
均为

Lipschitz变换�� 因为双向Lipschitz变换下象与原象的维数是相等的(参见[ 4] )�� 所以2) 中三

个式子均成立��

定理的证明 � 先证 a = c = 0, b = d = 1的情形,由第一节可知我们只要对1/ n_网格的

情形进行证明即可��

设 I i = [ ( i - 1) / n, i / n ] , i = 1, 2, �, n ; N i
( A) 为所有1/ n_网格中落在Ii内且与A 相交

的网正方形的个数; N
j
( B ) 为所有 1/ n_网格中落在 I j 内且与 B 相交的网正方形的个数; 而

N
ij
( A * B) 为所有 1/ n_网格中落在 Ii � Ij 内且与A * B 相交的网立方体的个数;

对于任意 n维空间中的区域E 及E 上的任意函数h,非负实数 sup
x , y � E

| h ( x ) - h( y ) | 称为

函数 h 在E 上的振幅,记作 osc( h, E ) , 显然

� � osc( f ( x ) + g( y ) - f ( a) , Ii � I j ) = osc(f , Ii ) + osc( g , I j ) ,

由此可得

� � N
i
( A) + N

j
( B ) - 1 � N

ij
( A * B) � N

i
( A) + N

j
( B )

因为 A * B 与 1/ n_网格相交的网格个数为N 1/ n ( A* B ) = �
1� i, j � n

N
ij
( A * B) ,所以

� � nN 1/ n( A) + nN 1/ n( B ) - n
2 � N 1/ n( A* B ) � nN 1/ n ( A) + nN1/ n ( B) ��

不妨设 dimA � dimB � 1,由引理 1可知

� � l im
n� �

log(N 1/ n( A* B ) )

logn
= dimA + 1��

所以此时 dim( A* B ) = dimA + 1��

对于 [ a, b ] , [ c , d ] 为一般区间的情形,作引理2中的变换 �1, �2, �,由本证明过程的前面

部分可知 dim( �( A* B ) ) = ( dim( �1( A) ) + 1) � (dim( �2( B ) ) + 1) ,再由引理2,定理全部证

明��

推论 � 如果分形曲面 F可以表示为R
2中的分形曲线A 和R 中一区间的直积,即 F 为A 沿

一直线段平移而得, 则 dimF = dimA + 1��

由定理可知星积分形曲面的维数由维数较大方向上的分形曲线的维数唯一确定�� 即小维

数(粗糙度)方向上分形曲线的维数(粗糙度)对整个曲面的维数(粗糙度)没有贡献, 它被大维

数(粗糙度)方向上分形曲线的维数(粗糙度)所湮没��
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On Star Product Fractal Surfaces

and Their Dimensions
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Abstract: In this paper, by using fractal curves, a family of fractal surfaces are defined. Each fractal

surface of this family is called Star Product Fractal Surface ( SPFS) . A theorem of the dimensions of

the SPFS is strictly proved. The relationship between the dimensions of the SPFS and the dimensions

of the fractal curves constructing the SPFS is obtained.

Key words: dimension; fractal curve; fractal surface, SPFS
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