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摘要:  证明了在线性非局部弹性力学中能量平衡方程是动量平衡方程的首次积分, 论证了在非

局部场论中局部化体力残余恒为零# 详细推导了线性非局部弹性理论的本构方程, 得到了反对称

应力存在的新结果# 
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引   言

线性非局部弹性理论在断裂、位错以及波动问题中已经得到了应用[ 1] ,解释了一些经典力

学不能解释的问题# 然而,正如文[ 2]所指出的那样, 以往的工作在推导有关非局部物体本构

方程时所做的简化丢失了一些重要的非局部特征,这必然也会在线性非局部弹性理论中得到

反映# 因此,本文根据文[ 2]的结果重新推导了线性非局部弹性体的本构方程# 

首先,文中证明了在弹性变形的纯力学过程中能量平衡方程是动量平衡方程的首次积分,

接着从局部化能量残余的变换公式出发,论证了在非局部场论中局部化体力残余恒为零,且表

明这一性质是与材料的本构特性无关的# 文中详细推导了线性非局部弹性理论的本构方程,

得到了反对称应力存在的结论 ) ) ) 这是以前从未得到过的,它是材料非局部特征的重要体现

之一# 

1  非局部弹性理论的平衡方程

一般地,力的作用与热效应在物质的运动过程中是耦合的# 考虑与外界无热交换的等温

过程,此时,物体的运动与变形就表现为一种可逆的、准静态的、纯粹的力学过程,在这种过程

中,物体对外界的响应表现为弹性响应, 其本构方程可由文[ 2]中的非局部热弹性本构方程简

化而得,表达式如下:
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由于弹性变形是一种可逆的、准静态的纯力学过程,因此,它自动满足熵不等式且该过程

中的能量平衡方程是动量平衡方程的首次积分# 下面对后一事实予以证明# 

非局部动量平衡方程的微分形式可写成:

  ( t
s
+ t

a
) # ¨+ Qf = QÛv, (2)

将上式两边同时点乘 V 并在物体所占的整个空间区域 8 上积分得 :

  Q8
[ ( t

s
+ t

a
) # ]̈ # v ] dV( X ) + Q8

Qf # vdV(X ) = Q8
QÛv # vdV(X ) , (3)

由Gauss定理易推出
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式中

  K =
1
2Q8

Qv # vdV( X )  P
( n)

= n # ( t
s
+ t

a
) ,

这里 n 是边界 5 8 上的单位法向矢量# 在经典连续介质力学中,能量平衡方程的积分形式可

表达为 :

  D
DtQ8

QE dV(X ) +
DK
Dt

= Q8
Qf # vd V(X ) + Q5 8

P
( n) # vdS (X ) , (5)

利用上式可将( 4)式改写成:

  -
D
DtQ8

QEdV(X ) + Q8
( t

s
: d + t

a
: 8 )dV( X ) = 0, (6)

局部化就得到:

  - QÛE + t
s
: d + t

s
: 8 = QE# (7)

这就证明了上面的结论, 它表明在非局部弹性理论中只有动量与动量矩平衡方程是独立的,而

能量平衡方程只是动量平衡方程的首次积分# 

需要指出的是, 在参考标架的转动下,局部化能量残余 QE 按下式
[ 2]

  QE
~

= QE + t
a
: ( Û8 # 8T

) + QF ª r : ( Û8 # 8T
) , (8)

变化, 式中 r 是位置矢量# 设有另一参考标架, 它与描述上式所采用的参考标架之间相差一

个平移量 r0且相对静止, 在该参考标架中, (8) 式可表示成:

  QE
~

= QE + ( t
a
: Û8 # 8T

) + QF ª R : ( Û8 # 8 T
) , (9)

显然 R = r + r0,因此(9) - (8) 得 :

  QF ª r0: ( Û8 # 8
T
) = 0,

由于 r0的任意性,故必有 QF = 0, 这表明在非局部场论中不存在局部化体力残余 QF ,从而(8)

可简化为 :

  QE
~

= QE + t
a
: ( Û8 # 8T

)# (10)

2  本构方程的线性化

记位移梯度为 Dc,则它与变形梯度的关系可表示为 :
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  Dc= Fc- Ic (11)

这里 Ic是二阶单位张量, 因此,利用位移梯度本构方程(1) 可表示为 :
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在小位移理论的前提条件下, 略去乘积项,于是可得到:
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假设 QU是一个加性泛函( additive functional) ,按照 Friedman_Katz表示定理[ 3]
, 则 QU可以

表示成 :

  QU(X , t ) = Q8
0 [ Dc( X , Xc, t ) , X ] dV(Xc) , (14)

式中 0是关于Dc的连续标量值函数,这里进一步假定 0是关于Dc的二次可微标量值函数# 

根据( 14)式, QU(X , t ) 的变分可表示为 :

  D[ QU(X , t ) ] = Q8

5 0
5Dc: DDcdV(Xc) , (15)

而按照Riesz表示定理, QU(X , t ) 的变分又可表示为 [ 2] :
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比较( 15)、( 16)两式得:
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因此,由上式可将( 13)式改写成:
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为方便起见,在下面的叙述中将采用Descartes张量的指标记法,记 t
s
, t

a及 Dc在直角坐标
系中的分量形式分别为 t

(s)
ij 、t

(a)
ij 及ui , j# 在无初始应力的假设下,取

  0 =
1
2
H ijklu i , juk, l , (19)

这里 ui , j = ui , j ( X , Xc, t ) , H ijkl = H ijkl ( +X
c
k - Xk + , E) , E是一个与材料内禀微结构和外部特

征尺度有关的常数# 由(19) 式求导数, 则得 :

  5 0
5 ui , j =

1
2 (H ijkl + H klij ) uk , l , (20)

令S ijkl = (H ijkl + H klij ) / 2,显然在 S ijkl 中指标 ij 与 kl具有对称性# 将(20) 式代入到(18) 式得 :
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(21)

记 C ijkl = ( S ijkl+ Sjikl ) / 2, Yijkl = ( S ij kl- Sjikl ) / 2,故在 C ijkl 中指标 i与j 具有对称性,而在 Yijkl中
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指标 i与j 具有反对称性# 根据前面的论述,由于指标 ij 与kl具有对称性,因此, 在 Cijkl与Yijkl

中指标 k 与 l也分别具有对称性和反对称性# 将 u
*
k , l做和分解,即

  u
*
k, l = e

c
kl ( X

c
k , Xk , t ) + Xc

kl ( X
c
k , Xk , t ) , (22)

式中 e
c
kl与 Xc

kl 分别是小变形应变张量与旋转张量# 将(22) 式及 C ijkl 与Yijkl 的表达式代入到

(21) 式得 :
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这就是线性非局部弹性力学的本构方程,由此可以看出,在非局部理论的框架内,反对称应力

必定存在# 

客观性原理要求[ 2] :

  Q8
Yijkl ( +X

c
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c
k , t )d V(X

c
k) = 0, (24)

因此, ( 23)的第二式又可写成:
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若不考虑材料的内禀微结构,即 Ey 0,此时方程(23) 应该与定律相一致# 基于这种物理

要求, C ijkl ( +X
c
- X + , E) 与 Yijkl ( +X

c
- X +, E) 应满足

  lim
Ey 0

C ijkl ( +X
c
k - X k +, E) = D( +X

c
k - X k +) E ijkl #

      lim
Ey 0
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c
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这里 D( +X
c
- X +) 是 Dirac函数, Eijkl 是材料的弹性常数# 

3  结   论

1) 在非局部弹性力学中, 能量平衡方程是动量平衡方程(即运动方程)的首次积分,这与

经典弹性力学的结论相一致# 

2) 在非局部场理论的框架中, 局部化体力残余恒为零, 且这一特性与材料的本构特性无

关# 

3) 本文得到了线性非局部弹性力学的本构方程,结果表明,即使在线性理论中也必定存

在反对称应力, 这是以前从未得到过的新结论# 
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New Points of View on the Nonlocal Field Theory and Their

Applications to the Fracture Mechanics(Ó) ) ) ) Re_Discuss
the Linear Theory of Nonlocal Elasticity

Huang Zaixing

( Nan jin g Univer sity of Aeronautics and Astr onaut ics , Nanjin g 210016, P R China )

Abstract: In this paper, it is proven that the balance equation of energy is the first integral of the ba-l

ance equation of momentum in the linear theory of nonlocal elasticity. In other words, the balance e-

quation of energy is not an independent one. It is also proven that the residual of nonlocal body force

identically equals zero. This makes the transform formula of the nonlocal residual of energy much sim-

pler. The linear nonlocal constitutive equations of elastic bodies are deduced in details, and a new

formula to calculate the antisymmetric stress is given.

Key words: first integral; antisymmetric stress; constitutive equation; linear theory of nonlocal elas-

ticity
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