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(叶庆凯推荐)

摘要 :  引入了复四元数环和四元数体上矩阵可
1 2 , n

i1 i2 , in
对角化的概念,研究了复四元数

环上矩阵的性质, 给出了四元数体上矩阵可
1 2 , n

i1 i2 , in
对角化的充分必要条件和求矩阵

1 2 , n

i1 i2 , in
对角化的方法# 
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引   言

近年来,四元数矩阵在刚体力学、量子力学、控制理论和陀螺技术中的应用日趋重要和广

泛
[ 1~ 3]# 随着上述学科的不断发展, 对四元数矩阵理论的更深刻认识, 特别是对四元数矩阵对

角化理论的研究就显得愈来愈重要# 由于四元数乘法的非交换性, 给这方面的研究带来了很

大的困难# 文献[ 4]研究了四元数矩阵的 Jordan 标准形,在本文中, 笔者首先定义了复四元数

环,研究了复四元数环上矩阵的性质;然后引入了四元数体上矩阵可广义对角化的概念, 给出

了四元数体上矩阵可广义对角化的充分必要条件和求广义对角化的方法# 

令R表示实数域, C= a + b - 1 | a, b I R 表示复数域, Q表示四元数体, G表示由

下列元素组成的集合

  x = x 0 + x 1i + x 2j + x 3k,  x l I C   ( l = 0, 1, 2, 3) ,

且

  i
2
= j

2
= k

2
= - 1,  ij = - ji = k ,

  - 1i = i - 1,  - 1j = j -1,  - 1k = k -1# 

容易验证, G是一个环,且 R A C A Q A G, 称 G为复四元数环# 

F
m@ n
表示F上m @ n矩阵的集合,若 A, B I F

n@ n
,在 F 上相似,则记为 A ~

F

B
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1  复四元数环上的矩阵

由复四元数环 G的定义易得

命题 111  1)  Px I G, 存在唯一地一对 x 1, x 2 I Q,使 x = x 1+ x 2 - 1;

2)  PA I G
m@ n

,存在唯一地一对 A1, A2 I Q
m@ n

, 使 A = A1+ A2 - 1# 

对 Px = x 0 + x 1i + x 2j + x 3k I G, A = ( a ij ) I G
m@ n

,定义复表示 f :

  f ( x ) =
x 0+ x 1 - 1 x 2+ x 3 - 1

- x 2 + x 3 - 1 x 0- x 1 - 1
I C

2@ 2
,

  f ( A) = (f ( aij ) ) I C
2m@ 2n

,

显然, f 是一个双射,且 P
a b

c d
I C

2@2
,总有 ,

  f a + d
2 +

( d - a) - 1
2 i+

b - c
2 j-

( b + c) - 1
2 k =

a b

c d
# 

且对任意 A I G
m@ n

, B I G
n@ s

,

  f ( AB) = f ( A) f ( B)# 

由上式和[ 5]易得

定理 112[ 5]  1) G T C
2@ 2

,

2) Gn@ n T C
2n@ 2n # 

由上述环同构定理可知,复四元数环 G不是一个体, 一个复四元数即为一个复二阶矩阵,

复四元数环上 n @ n 矩阵的性质即为复数域上2n @ 2n 矩阵的性质# 

定义 111  令 A = ( aij ) I G
n@ n

, 矩阵 A的行列式定义为 | A | G = | f ( A) | # 

命题 113  令 A I G
n@ n

, A可逆 Z f ( A) 可逆# 

由定理112易得
命题 114  令 A, B I G

n@ n
, A ~

G

B Zf ( A) ~
C

f ( B) # 

命题 115  令 A, B I Q
n@ n

,若 A ~
G
B,则 A ~

G
B # 

证明  因为 A ~
G

B, 即存在可逆矩阵 P I G
n@ n

,使 AP = PB,由命题111可令 P = P1+

P2 - 1, P1, P2 I Q
n@ n

,所以有 A( P1+ P2 - 1) = ( P1+ P2 - 1) B, AP1+ AP2 - 1 =

P1B + P2B - 1,又因 AP1, AP2, P1B , P2B I Q
n@ n

,所以 AP1 = P1B , AP2 = P2B # 

令 g ( x ) = | P1+ P2x | G = | f ( P1+ P2x ) | , x I C, 因为 g ( - 1) = | P1+ P2 - 1 | G

= | P | G X 0, 所以 g( x ) X 0, 由定义易知 g( x ) 是一个次数 [ 2n的复多项式, 故存在 x0 I

R, 使 g ( x 0) = | P1+ P2x 0 | G X 0, 则 P0 = P1+ P2x 0 I Q
n@ n可逆, 并且有 AP0 = P0B , 即

A ~
Q

B # 

由上易得

定理 116  令 A, B I Q
n@ n

, A ~
Q
B Z f ( A) ~

C
f ( B) # 
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2  四元数体上可逆矩阵的
1 2 , n

i1 i2 , in
对角化

定义 211  设 A I Q
n@ n

, 称 A 是四元数体上一个可
1 2 , n

i 1 i 2 , in
对角化的矩阵,如果

存在可逆矩阵 T I Q
n@ n 使

  T
-1
AT = P+ = ( K1Ei

1
, K2Ei

2
, ,, KnEi

n
) ,

其中 P = ( Ei
1
, Ei

2
, ,, Ei

n
) 是一个置换矩阵, + = diag( K1, K2, ,, Kn) , i 1, i 2, ,, i n是 1, 2, ,, n

的一个排列, Ei = (0, ,, 0, 1
( i)

, 0, ,, 0) t
, Ki I Q,  ( i = 1, 2, ,, n) # 

显然, 可对角化的矩阵是
1 2 , n

1 2 , n
对角化矩阵, 可次对角化的矩阵是

1 2 , n

n ( n - 1) , 1
对角化的矩阵# 

命题 211[ 6]  对 Px = x 0+ x 1i+ x 2j+ x 3k I Q, 必存在 y I Q,使

  y
- 1

xy = x 0+ hi,  h = x
2
1+ x

2
2+ x

2
3 \ 0,

记�x = x 0+ hi I C# 

定义 212  令 Ki I Q, i = 1, 2, ,, k, 称矩阵

  Bk( K1, K2, ,, Kk) =

0 , , Kk

K1 w s

w w s

Kk- 1 0

,

为 Kk ,K2K1循环若当块# 

命题 212  令 d = Kk ,K2K1,由命题 211,存在 y I Q,使 �d = y
- 1

dy ,

1)  若 d X 0,则 B
k
k( K1, K2, ,, Kk) = diag( Kk ,K2K1, K1Kk ,K2, ,, Kk- 1 ,K1Kk ) ~ �dIk ;

2)  若 d X 0,则 Bk( K1, K2, ,, Kk) ~ Bk(1, ,, 1, d ) ~ Bk(1, ,, 1, �d ) ~ diag(
k

d
~

(1, e
2Pi
k ,

,, e
2( k- 1) Pi

k ) ) ;

3)  若 d = 0,则 Bk( K1, K2, ,, Kk) ~ E
t

i= 1

© Ji (0) ,

其中 Ji ( 0) 是特征根 0的若当块, t = k - rank( Bk( K1, K2, ,, Kk) ) ;

4)  若 d X 0,则 f ( Bk( K1, K2, ,, Kk) ) ~ diag
0 �d

I k 0
,

0 �d
-

Ik 0
;

5)  若 | xI k - Bk( K1, K2, ,, Kk ) | Q = ( x
k
- �d ) ( x

k
- �d

-

) ;

6)  diag( Ai
1
, Ai

2
, ,, Ai

s
) ~ diag( B1, A2, ,, As)

其中  Ai I Q
n
i
@ n

i , i 1, i2, ,, is ,是 1, 2, ,, s 的一个排列# 

证明  1) , 6)显然成立, 由[ 4]知 3)成立# 

若 d X 0, 令�d = p
-1

dp I C, p I Q, T1= diag(1, K1, ,, Kk- 1, ,, K2K1) , T2= diag( p , K1p ,

,, Kk- 1 ,K2K1p ) ,则
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  T
- 1
1 Bk( K1, K2, ,, Kk) T1 = Bk(1, ,, 1, d) ,

  T
- 1
2 Bk( K1, K2, ,, Kk) T2 = Bk(1, ,, 1, �d ) ,

因此 2)成立# 

若 d X 0,由定理 112和 2) 易知

  f ( Bk( K1, K2, ,, Kk) ) ~ f ( Bk(1, ,, 1, �d ) ) ~ diag
0 �d

Ik 0
,

0 �d
-

I k 0
;

因此 4) , 5)成立,若 d = 0, 则由定理 112和 3) 和 5) 成立# 

命题 213  1)  置换矩阵 P是可逆的, 且 P
- 1

= P
t
;

2)  若 P = ( Ei
1
, Ei

2
, ,, Ei

n
) 是一个置换矩阵, + = diag( K1, K2, ,, Kn) , 则 P

- 1 +P =

diag( Ki
1
, Ki

2
, ,, Ki

n
) # 

证明  因为 P
t
P = In, P

t +P = diag( K1, K2, ,, Kn) P) ,所以命题成立# 

命题 214[ 7]  任意置换
1 2 , n

i 1 i2 , i n
都可写为一系列不相交的循环置换的乘积,即

1 2 , n

i 1 i2 , i n
=

j 1 j 2 , jn

j 2 j 3 , j 1

j h
1
+ 1 j h

1
+ 2 , jh

1
+ h

2

j h
1
+ 2 j h

1
+ 3 , jh

1
+ 1

,
j v+ 1 j v+ 2 , j v+ h

s

j v+ 2 j v+ 3 , jv+ 1

=

   ( j 1 j 2 , jh
1
) ( jh

1
+ 1 j h

1
+ 2 , jh

1
+ h

2
) ,( j v+ 1 j v+ 2 , jv+ h

s
) , (1)

其中 v = E
s- 1

i= 1

h i , v + hs = n, i 1, i 2, ,, i n 和j 1, j 2, ,, j n 是 1, 2, ,, n的排列# 

命题 215[ 7]  置换
1 2 , n

i 1 i2 , i n
的阶是h1, h2, ,, hs 的最小公倍数# 

命题 216  令 A I Qn@ n
, A 是

1 2 , n

i 1 i 2 , in
对角化矩阵 Z

A是
1 2 , h1 h1+ 1 h1 + 2 , h1+ h2 , v + 1 v + 2 , v + h s

2 3 , 1 h1+ 2 h1 + 3 , h1+ 1 , v + 2 v + 3 , v + 1
对

角化矩阵, v = E
s- 1

i= 1

hi , v + h s = n # 

证明  若 P 是一个置换矩阵,则由[8] 存在一个置换矩阵 Q使

  Q
- 1

PQ = diag( Bh
1
(1, ,, 1) , Bh

2
(1, ,, 1) , ,, Bh

s
(1, ,, 1) )

由命题213有
  Q

- 1
P+Q = Q

- 1
PQQ

- 1
+Q =

     diag( Bh
1
(1, ,, 1) , Bh

2
(1, ,, 1) , ,, Bh

s
(1, ,, 1) ) Q- 1 +Q =

     diag( Bh
1
( Kj

1
, Kj

2
, ,, Kj

h
1

) , Bh
2
( Kj

h
1
+ 1

, Kj
h
1
+ 2

, ,, Kj
h
1
+ h

2

) , ,, Bh
s
( Kv+ 1, Kv+ 2, ,,

Kv+ h
s
) ) ,

其中 j 1, j 2, ,, jn 是 1, 2,, n 的一个排列# 

因此,命题成立# 

由命题212和命题 216易得

命题 217  令 A I Q
n@ n

, 若 A是
1 2 , n

i1 i 2 , i n
对角化矩阵, 则
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1)  A ~ diag( Bh
k1

(1, ,, 1, dk
1
) , ,, Bh

kr

(1, ,, 1, dk
r
) , Bh

kr+ 1

, ,, Bh
ks

) ,

其中 Bh
k
r+ j

~ E
t
i

i= 1

© Jj i (0) , Jji ( 0) 是特征根 0的若当块, 0 X dk
i

I C, k1, k 2, ,, ks 是 1, 2, ,,

s 的一个排列 ;

2)  A
h
1
h
2

,h
s , A

m
是

1 2 , n

1 2 , n
对角化矩阵, m 是置换

1 2 , n

i 1 i2 , i n
的阶 ;

3)  | xIn - A | Q = F
s

i= 1

( x
h

i - d i ) ( x
h

i - �d i ) ;

4)  f ( A) 是

1 2 , h1 h1+ 1 h1+ 2 , 2h1 2h1+ 1 2h1+ 2 , 2h1+ h2

2 3 , 1 h1+ 2 h1+ 3 , h1+ 1 2h1+ 2 2h1+ 3 , 2h1+ 1

    
2h1+ h2+ 1 2h1 + h2+ 2 , 2h1+ 2h2 , v + 1 v + 2 , v + hs

2h1+ h2+ 2 2h1 + h2+ 3 , 2h1+ h2+ 1 , v + 2 v + 3 , v + 1

    
v + h s + 1 v + h s + 2 , v + 2h s

v + h s + 2 v + h s + 3 , v + h s + 1
对角化矩阵, v = 2 E

s- 1

i= 1
hi# 即

  f ( A) ~ diag( Bh
k
1

(1, ,, 1, dk
1
) , Bh

k
1

(1, ,, 1, �dk
1
) , ,,

      Bh
k
r

(1, ,, 1, dk
r
) , Bh

k
r

(1, ,, 1,�dk
r
) , Bh

k
r+ 1

, Bh
k
r+ 1

, ,, Bh
k
s

, Bh
k
s

) ,

由命题212和命题 217得
定理 218  令 A I Q

n@ n
, 若 A可逆,则下列等价

1)  A是
1 2 , n

i1 i 2 , i n
对角化矩阵 ;

2)  A ~ diag( Bh
1
(1, ,, 1, d1) , Bh

2
(1, ,, 1, d2) , ,, Bh

s
(1, ,, 1, d s) ) , 0 X d i I C# 

3)  | xIn - A | Q = F
s

i = 1

( x
h

i - d i ) ( x
h

i - �d i ) , 且f ( A) 是一个可对角化的复矩阵, 0 X di I

C, i = 1, 2, ,, s # 

证明  由命题 217, 1) ] 2) , 2) ] 3)显然成立# 

因为 | xIn - A | Q= | xI2n - f ( A) | = F
s

i= 1
( x

h
i - di ) ( x

h
i - �d i ) , 且 f ( A) 可对角化,由命题

212, 2) 和命题 217, 4) 有
f ( A) ~

C

diag( Bh
1
(1, ,, 1, d1) , Bh

1
(1, ,, 1, �d 1) , ,, Bh

s
(1, ,, 1, d s ) , Bh

s
(1, ,, 1, �d s) ) =

    f ( diag( Bh
1
(1, ,, 1, d1) , ,, Bh

s
(1, ,, 1, ds ) )# 

由定理 116, A ~
Q

diag( Bh
1
(1, ,, 1, d1) , ,, Bh

s
(1, ,, 1, d s) ) , 由命题 216 知 A 是

1 2 , n

i 1 i2 , i n
对角化矩阵# 

3  四元数体上一般矩阵的
1 2 , n

i1 i2 , in
对角化

由[ 9]易得
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命题 311  令 J ( K) =

K

1 K

w w
1 K s@ s

, KI C,若 J
m
( K) 是一个可对角化的矩阵,则 s

= 1或 2 [ s [ m 且K= 0# 

命题 312  令 A I C
n@ n

,若 A
m是一个可对角化的矩阵,则

  A ~ diag( K1, ,, Kr, J 1(0) , ,, Jt (0) )

其中 Ki 是A的非零特征根, Jj (0) 是特征根0的 kj @ kj 若当块, 1 [ kj [ m, i = 1, 2, ,, r , j =

1, 2, ,, t # 

证明  由[ 10]可令

  A ~ diag(J 1( K1) , J2( K2) , ,, Jk ( Kk) ) ,

其中

  Ji ( Ki ) =

Ki

1 Ki

w w
1 Ki

# 

因此,由[ 9] ,命题 311和命题212, 6)易知结论成立# 

定理 313  令 A I Q
n@ n

, 下列等价

1)  A是
1 2 , n

i1 i 2 , i n
对角化的矩阵 ;

2)  f ( A) ~ diag( Bh
k
1

(1, ,, 1, dk
1
) , ,, Bh

k
r

(1, ,, 1, dk
r
) , Bh

k
r+ 1

, ,, Bh
k
s

) ,

其中 Bh
k
r+ j

~ E
t
j

i= 1
© Jj i (0) , Jji (0) 是特征根 0的若当块, 0 X dk

i
I C, k1, k 2, ,, ks 是 1, 2, ,,

s 的一个排列 ;

3)  | xIn - A | Q = F
s

i= 1

( x
h
i - d i ) ( x

h
i - �d i ) , f

m
( A) 是可对角化的复矩阵, 并且,对所有的

dk
r+ j

= 0, f ( A) 的若当标准形中特征根 0的全部若当块恰组成 2( s - r) 个0循环若当块 Bh
k
r+ j

,

Bh
k
r+ j

, j = 1, 2, ,, s - r , di I C, i = 1, 2, ,, s, m 是置换
1 2 , n

i 1 i2 , i n
的阶# 

证明  由命题 217, 1) ] 2) , 2) ] 3)显然成立# 

因为 | xIn - A | Q = F
s

i= 1

( x
h
i - di ) ( x

h
i - �d i ) , d i I C且 f

m
( A) 可对角化,由命题212, 2) ,

4) , 6) 和命题 312,有
  f ( A) ~

C

diag( Bh
k
1

(1, ,, 1, dk
1
) , Bh

k
1

(1, ,, 1,�dk
1
) , ,,

      Bh
kr

(1, ,, 1, dk
r
) , Bh

kr

(1, ,, 1,�dk
r
) , Bh

kr+ 1

, Bh
kr+ 1

, ,, Bh
ks

, Bh
k s

) =

      f (diag( Bh
k
1

(1, ,, 1, dk
1
) , ,, Bh

k
r

(1, ,, 1, dk
r
) , Bh

k
r+ 1

, ,, Bh
k
s

) )# 

由定理 116, A ~
Q

diag( Bh
k1

(1, ,, 1, dk
1
) , ,, Bh

kr

(1, ,, 1, dk
r
) , Bh

kr+ 1

, ,, Bh
ks

) ) , 由命题
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216知 A 是
1 2 , n

i1 i 2 , i n
对角化矩阵# 

令 gA ( x ) = | xI - A | 表示复矩阵 A 的特征多项式# 

推论 314  令 A I Q
n@ n

, A是一个次对角化矩阵 Z
1)  (f ( A) )

2
是一个可对角化复矩阵;

2)  gf (A ) ( x ) = ( x - a)
n- 2[ n/ 2]

( x - �a)
n- 2[ n/ 2] F

[ n /2]

i = 1

( x
2
- ci ) ( x

2
- �ci ) # 

其中 a, ci I C, i = 1, 2, ,, [ n/ 2] # 

不难看出, 上述定理不但给出了四元数体上矩阵可
1 2 , n

i 1 i 2 , in
对角化的充分必要

条件,而且还给出了求四元数体上矩阵
1 2 , n

i1 i 2 , i n
对角化的方法# 
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Generalized Diagonalization of Matrices

Over Quaternion Field

Jiang Tongsong1,  Chen Li2

( 11Depa rtm ent of Mathem atics , Linyi Teacher s College ,

Linyi , Shandon g 276005, P R China ;

21Depar tm ent of Phy sics , Liny i Teacher s College , Liny i ,

Shan dong 276005, P R China )

Abstract: A concept of
1 2 , n

i1 i2 , in
diagonalization matrix over quaternion field is given, nec-

essary and sufficient conditions for determining whether a quaternion matrix is a
1 2 , n

i1 i2 , in
d-i

agonalization one are discussed, and a method of
1 2 , n

i1 i2 , in
diagonalization of matrix over

quaternion field is given.

Key words: complex quaternion ring; quaternion field; matrix; diagonalization matrix
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