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摘要:  从积分方程式出发, 应用基本解的特性分析,说明在力边值问题中, 位移边界积分方程和

面力边界积分方程的位移解不唯一# 提出了位移解唯一的条件, 建立了唯一解的位移边界积分方

程和面力边界积分方程# 实例计算结果表明唯一解的边界积分方程是有效的# 
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引   言

边界元法是继有限元法之后发展起来的一种有效的数值分析方法,因其计算工作量少,特

别适用于奇异场和无限边界问题而受到人们的重视# 边界元法的理论基础是边界积分方程,

以往的边界元法研究工作大都基于 Rizzo型位移边界积分方程# 最近,胡海昌院士发现这种类

型的边界积分方程对于二维问题有时面力解不唯一,提出了超定问题有解的充要条件,建立了

与弹性力学边值问题等价的位移边界边界积分方程
[ 1]# 对于有限弹性体的力边值问题, 两个

相差任意刚体位移的位移解满足同一力的边界条件,即位移解不唯一# 用边界元法求这类问

题的近似解时, 位移解不唯一表现为离散代数方程的奇异, 不能直接求解, 需要对方程修正,消

除奇异# 常用的处理方法是引入约束点,消除刚体位移# 但是, 实践证明, 附加的约束条件有

时会影响计算精度
[ 2, 3]# 

本文从积分方程式出发, 讨论边界积分方程解的唯一性,提出力边值问题位移解唯一的条

件,依此建立位移约束,得到位移解也唯一的边界积分方程# 

1  边界积分方程解的不唯一性

弹性力学问题的基本解 Uij 满足方程

  C ijmlUkl, mj ( p , q ) + Dki $( p , q) = 0, ( 1)

这里, p 是源点, q 是场点, C ij lm 是弹性常数张量, Dki 是Kronecker符号, $( p , q ) 是Dirac函数# 
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对于域内点,基本解面力 T ik 与单位集中力之间满足自平衡条件

  Q5B
T ik ( p , q ) m

s
i ( q ) dS( q ) + Q8

Dik $( p , q) m
s
i ( q) d V( q ) = 0, ( 2)

式中 m
s

i 是刚体位移基本矢量, s = 1, ,, nd ,三维问题, nd = 6,二维问题, nd = 3,且有

  m
1
=

1

0
, m

2
=

0

1
, m

3
=

- y

x
# ( 3)

当 p 位于边界上时,由 Dirac函数的积分性质得到

  cikm
s
i ( p ) +Q- 5BT ik ( p , q ) m

s
i ( q ) dS( q ) = 0, ( 4)

其中 cik 为自由项系数, /Q- 0表示 Cauchy 积分# 

上式相对于 p 点求导,代入Hooke定律, 得到

  Q5B
S ijk ( p , q ) m

s
k ( q) dS ( q) = 0, ( 5)

式中
  Sijk ( p , q ) = C jkmlT im, L ( p , q)# ( 6)

位移边界积分方程为
[ 4]

  ciku i ( p ) = Q- 5B
[ Uik ( p , q ) ti ( q ) - T ik ( p , q) u i ( q ) ] dS( q )# ( 7)

对二维问题,胡海昌院士发现方程( 7)有时面力解不唯一
[1]# 对三维问题, 方程( 7)的面力解是

唯一的
[ 5]

# 对于力边值问题,由( 4)式知,方程( 7)的齐次式

  ciku i ( p ) + Q- 5B
T ik ( p , q ) ui ( q) dS = 0 ( 8)

有非零的特征解,因而,方程( 7)的位移解是不唯一的# 
当 p 位于光滑边界上时,面力边界积分方程为

[ 6]

  015t i ( p ) = nj ( p ) Q- 5B
Dij k ( p , q ) tk ( q ) dS( q ) - Q= 5B

S ij k ( p , q) uk ( q ) dS( q ) , ( 9)

式中 /Q= 0表示Hadamard有限部积分# 

对位移边值问题,方程( 9)的面力解唯一确定
[ 5]# 对于力边值问题,方程的齐次式为

  Q5B
S ijk ( p , q ) uk ( q) dS ( q) = 0# ( 10)

由( 5)式知, 上式有非零解, 因而,方程( 9)的位移解也不唯一# 
在对边界积分方程进行离散化求数值解时,解的不唯一意味着离散后的代数方程是奇异

的# 对于位移边界积分方程, 人们习惯于增设约束点, 即预先规定几个点的位移为零来消除刚

体位移,在代数方程中人为去掉几列和几行, 使代数方程成为非奇异的# 当求得的数值解不能
保证去掉的方程成立时, 会引起计算误差# 对面力边界积分方程,这种方法不再适用# 因而有
必要建立对力边值问题具有唯一解的边界积分方程# 

2  位移解唯一的条件
定理  对边界为 5B 的有限域 8,在给定的力边界条件下,满足Navier方程同时满足条件

  Q5B
uim

s

i dS = 0 ( 11)

的位移在与变形位移(对应力有贡献的位移)相差一有限刚体位移的意义下是唯一的# 

证  根据弹性理论, 在满足自平衡条件的力系作用下,变形位移 u
t
是唯一的# 独立的刚

体位移 m
s
与变形位移是线性独立的,它们构成了位移空间, 任一相对位移都可由它们的线性

组合表示,即
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  ui = c sm
s

i + u
t

i# ( 12)

容易说明, 由独立的刚体位移与变形位移组成的位移空间属于Hilbert空间# 取内积

  ( a, b) = Q5B
a ibidS , ( 13)

则有范数

  + a + = Q5B
aiaidS

1/ 2

# ( 14)

由泛函理论知
[ 7]
,一个线性独立系可化成标准正交系 e # 下面以二维问题为例, 通过

标准正交系的演化过程, 证明定理成立# 

令  e1 =
m

1

+m
1 +

=
1

S

1

0
, 其中 S = Q5B

dS ,显然有 + e1 + = 1# 

令  e2 =
m

2

+m
2 +

= 1

S

0

1
, 故有 + e2 + = 1, ( e 2 , e1 ) = 0# 

取  g3 = m
3
- ( m

3
, e2 ) e2 - ( m

3
, e1 ) e1 = m

3
- a2 e2 - a1 e1 ,

其中   a1 =
1

SQ5B
- ydS, a2 =

1

SQ5B
xdS # 

令  e3 =
g3

+ g3 + =
1

+g3 +
- y - a1

x - a2

,

故有   + e3 + = 1, ( e3 , e1 ) = 0, ( e3 , e2 ) = 0# 

取

  g4 = u
t
- ( u

t
, e3 ) e3 - ( u

t
, e2 ) e 2 - ( u

t
, e1 ) e1 = u

t
- a3 e3 - �a2 e2 - �a1 e1 , ( 15)

其中   �a1 =
1

SQ5B
u

t

1dS , �a 2 =
1

SQ5B
u

t

2dS, a3 =
1

+ g4 +Q5B
u

t

i g4idS# 

令

  e4 =
g4

+ g4 + =
1

+g4 +
u
t
1 + a3y + a1 a3 - �a1

u
t

2 - a3x + a2 a3 - �a2

,

则有   + e4 + = 1,

  ( e4 , e1 ) = 0, ( e4 , e2 ) = 0, ( e4 , e3 ) = 0# ( 16)

取位移 u = g4# 当求解问题确定时,边界5B和变形位移都是一定的,因而位移 u唯一确

定# 由基矢的正交性( 16) , 可导出

  Q5B
u1dS = 0, ( 17)

  Q5B
u2dS = 0, ( 18)

  Q5B
[- yu1 + xu2 ] dS = 0# ( 19)
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从上面演化中的( 15)可以看出,位移 u与变形位移u
t
之间最多差一确定的刚体位移# 对

于三维问题,可证得类似的结论# 因而,定理成立# 

若将坐标系的原点取在边界的质心处,即有

  Q5B
xdS = Q5B

ydS = 0# 

容易证明,满足条件( 11)的位移 u与变形位移u
t
之间最多差一确定的刚体平移# 对这样的位

移场,可任意选取一点为参考点,确定系统的相对位移# 

3  唯一解的边界积分方程

对二维问题的位移边值问题和混合边值问题,有时习用的位移边界积分方程( 7)的面力解

不唯一# 胡海昌院士提出了超定问题有解的充要条件,建立了等价的位移边界积分方程
[ 1]

  ciku i ( p ) = Q- 5B
[ Uik ( p , q ) ti ( q ) - T ik ( p , q) u i ( q ) ] dS( q ) + E

n
d

s = 1
Asm

s

k ( p ) , ( 20)

  Q5B
ti ( p ) m

s
i ( p ) dS ( p ) = 0# ( 21)

对于力边值问题,式( 21)是问题有解的必要条件,不再含有待求量, 而方程( 20)的位移解是不

唯一的,具有 nd ( = 3) 个自由度# 对三维问题的位移边值问题和混合边值问题,方程( 7) 的解

是唯一的# 对力边值问题,方程( 7) 的位移解也不唯一,具有 nd ( = 6) 个自由度# 条件( 11)

的个数正好与位移的自由度相匹配,应用它消除位移的自由度, 得到位移解唯一的位移边界积

分方程

  ciku i ( p ) = Q- 5B
[ Uik ( p , q ) ti ( q ) - T ik ( p , q) u i ( q ) ] dS( q ) + E

n
d

s= 1
Asm

s
k ( p ) , ( 22)

  Q5B
ui ( p ) m

s

i ( p ) dS ( p ) = 0# ( 23)

面力边界积分方程( 9)的面力解是唯一确定的
[ 5]
, 但对力边值问题, 其位移解同样具有 nd

个自由度# 用条件( 11) 消除位移自由度,得到位移解唯一的边界积分方程

  015t i ( p ) = nj ( p ) Q- 5B
Dij k ( p , q ) tk ( q ) dS( q ) - Q= 5B

S ij k ( p , q) uk ( q ) dS( q ) +

E
n
d

s = 1
Bsm

s
i ( p ) , ( 24)

  Q5B
ui ( p ) m

s
i ( p ) dS ( p ) = 0# ( 25)

由上面的边界积分方程求得的位移解与变形位移最多差一刚体位移# 由( 7)式知,刚体位

移对应力没有贡献, 因而,求得边界量后,可用习用的算式来计算内点应力# 由( 4)式知, 刚体

位移可传递给内点位移的计算,不影响位移的相对值# 为便于确定相对位移,求解时可将坐标

系平移到边界的质心处# 

4  数 值算 例

考查一承受内压的厚壁筒,内半径 R i = 1,外半径 Ro = 2,取四分之一计算, 如图1所示# 
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设定整个边界力已知,即 AB 边上的面力

图 1  受内压厚壁筒

  t 1 = 0, t 2 = -
p
3

1+
4

r
2 ,

BC 为自由边, CD 边上的面力

  t 1 = -
p
3

1+ 4
r
2 , t 2 = 0,

DA 边承受内压p = 1# 整个边界分成16个二次单元,每条

边均分成 4个单元# 分别采用传统的边界积分方程和本

文给出的唯一解方程计算 # 对传统的边界积分方程, 取

A、B 点的y 方向位移和D 点的x 方向位移为零# 沿 I_J 线

的内点位移和应力计算结果如图 2、3所示# 由图可见,唯

一解边界积分方程的结果具有很好的精度, 而点约束法的

结果偏差较大# 这表明, 本文提出的唯一解边界积分方程

是有效的# 

 图 2 内点位移                图 3  内点应力

5  结   论

本文应用基本解的特性分析说明, 在力的边界条件下, 传统的位移边界积分方程和面力边

界积分方程的位移解不唯一# 提出了位移解唯一的条件,依次来消除位移的自由度,得到唯一

解的边界积分方程# 实例计算表明,该方法是有效的# 
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Abstract: The properties of the fundamental solution are derived in linear elastostatics. These prop-

erties are used to show that the conventional displacement and traction boundary integral equations

yield non_unique displacement solutions in a traction boundary value problem. The condition for the

existence of unique displacement solutions is proposed for the traction boundary value problem. The

degrees of freedom of the displacement solution are removed by the condition to obtain the boundary

integral equations of unique solutions for the traction boundary value problems. Numerical example is

presented to demonstrate the accuracy and efficiency of the present equations.

Key words: boundary integral equation; boundary element method; elasticity
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