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摘要 : � 研究 Browder 不动点定理, 得到 Browder 不动点定理之一新的推广定理及其几种等价形式��

作为应用, 研究了最近点和不动点的存在性问题��
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1 �引言及预备知识

1968 年 Browder
[ 1]
证明了下面的定理:

定理 1�1( Browder[ 1] ) �设 E 是一Hausdorff 拓扑线性空间, X 为E 的紧凸集, F: X � 2X 满

足条件:

� ) 对任一 x � X , F( x ) 是非空凸的;

� ) 对任一 y � X , F
- 1

( y ) 是 X 中的开集��

则在 X 中存在F 的不动点��

由于 Browder 不动点定理在当代非线性分析、变分不等式理论、对策论和经济平衡理论中

起到重要的作用��因此, 不少作者对该定理作了进一步的改进和推广( 见[ 2, 3~ 5] )�� 1987 年

Tarafdar 证明了下面的定理��

定理 1�2( Tarafdar[ 4] ) �设 E 是一H ausdorff 拓扑线性空间, X � E 是一非空凸集, F: X �

2X 满足条件:

� ) 对任一 x � X , F( x ) 是非空凸的;

� ) 对任一 y � X , F
- 1

( y ) 包含 X 之一相对开集Oy ;

� ) X = �
x � X

Ox ;

� ) 存在 X 的非空子集X 0 及紧凸子集 X 1, X 0 � X 1, 使得 D = �
x � X

0

( X / Ox) 是紧的��

则存在 x 0 � X , 使得 x 0 � T( x 0) ��

本文的目的是得出Browder 不动点定理的一种新的推广形式, 并给出其若干等价形式��作

为应用, 我们得到了几个新的最近点定理和不动点定理��

为叙述方便, 我们先给出几个定义和符号��

定义 1[ 6] �设 X , Y 是二拓扑空间, F: X � 2Y ��
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1) 称 F 是转移开值的, 如果对任一 x � X 及任一 y � F( x ) , 存在 �x � X , 使得 y �

int ( F ( �x ) ) ;

2) 称 F 是转移闭值的, 如果对任一 x � X 及任一 y �\ F ( x ) , 则存在 �x � X , 使得 y �\

F ( �x ) ;

由定义易知下面的结论成立:

命题 1�3[ 7] � � ) F: X � 2Y 是转移开值的, 当而且仅当

� � �
x � X

F( x ) = �
x � X

int( F ( x ) ) ;

� ) F : X � 2Y 是转移闭值的, 当而且仅当

� � �
x � X

F( x ) = �
x � X

F ( x ) ;

� ) F : X � 2Y 是转移开值的, 当而且仅当映象 G = Y \ F: X � 2Y 是转移闭值的��

定义 2 �设 X , Y 是拓扑线性空间, �: X � Y � R , � � R , 若对任给的( x , y ) � X � Y, 使

得 �( x , y ) < �(相应地 �( x , y ) > �) , 则存在 y� � Y 及 x 的邻域N ( x ) , 使得

� � �( z , y�) < �(相应地 �( z , y�) > �) , � z � N ( x )

则称 �( x , y ) 关于 x 是 �_转移上(相应地下) 半连续的��

由定义易知下面的结论成立:

命题 1�4� � ) 若 �( x , y ) : X � Y � R 关于x 是上(下) 半连续的, 则 � � � R, �( x , y ) 关

于 x 是�_转移上(下) 半连续的;

�) �( x , y ) 关于 x 是 �_ 转移上 ( 下 ) 半连续的, 当而且仅当 y � F ( y ) =

x � X : �( x , y ) < � ( y | � F ( y ) = x � X : �( x , y ) > � ) 是转移开值的��

定义 3�设 X 是一凸集, f : X � R , � � R�� 如果

� � x � X : f ( x ) < � � � ( x � X : f ( x ) > � )

是凸的, 则称 f 是 �_拟凸(凹) 的:

2 � Browder 不动点定理的推广

定理 2�1�设 E 是一Hausdorff 拓扑线性空间, X 是E 的非空凸子集, F: X � 2X 是一映象,

满足条件 :

� ) 对任一 x � X , F( x ) 是非空凸的;

� ) 映象 F
- 1

: X � 2X 是转移开值的;

� ) 存在 X 的非空紧凸集X0, 使得

� � D = x � X : x � X \ F
- 1

( y ) , � y � co( X0, x )

是相对紧的, 且 �D � X , 其中

� � co( X 0, x ) = y � X : y = x + a( u - x ) , � u � X 0, � a � [ 0, 1]

则存在 x 0 � X , 使得 x 0 � F ( x 0) ��

证�令 F ( X ) 表X 的一切非空有限子集的族, 对A � F ( X ) , 记KA = co( X 0 � A ) , 则 KA

是紧的�� 记

� � DA = x � X : x � X \ F
- 1

( y ) , � y � co( KA , x ) ��

下证: 存在 A � F( X ) , 使得 DA = ���

事实上, 如果 �A � F ( X ) , DA � �, 于是由
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� � � � DA � D � ( �
x � A

X \ F
- 1

( x ) )

得知 D � X \ F
- 1

( x ) : x � X 具有限交性质�� 由 D 相对紧, 得知 �D � ( �
x � X

X \ F
- 1

( x ) ) �

��� 故存在 x 0 � �D � X , 使得 x 0 � X \ F
- 1

( x ) , � x � X�� 从而 x 0 �/ intX ( F
- 1

( x ) ) , � x �

X , 这与

� � �
x � X

intX ( F
- 1

( x ) ) = �
x � X

F
- 1

( x ) = X

相矛盾, 从而结论得证��

设 A � F ( X ) , 使得 DA = ��� 记 K = KA = co( X 0 � A) , 于是对每一 x � K , 由 x �/ DA ,

故存在 y � co( KA , x ) = K , 使 x �/ X \ F
- 1

( y ) , 从而 x � intX ( F
- 1

( y ) )�� 故知 K

� �
y � K

intX ( F
- 1

( y ) ) ��

现定义 h : K � 2K
, h( x ) = y � K : x � intX( F

- 1
( y ) ) , 则对任一 x � K , h( x ) � �, 又

定义

� � �h: K � 2
K

, � �h( x ) = co( h( x ) ) ,

则对任一 x � K , �h ( x ) 非空凸, 且 � y � K ,

� � �h- 1
( y ) � h

- 1
( y ) = K � intX( F

- 1
( y ) ) ��

因 K � intX ( F
- 1

( y ) ) 是 �h- 1
( y ) 中的相对开集, 于是由Tarafdar的[ 3, 定理1] 知, 存在 x 0 � K ,

使得 x 0 � �h ( x 0) = co( h( x 0) ) , 从而存在 y1, � , y n � h ( x 0) , �i � 0, i = 1, � , n, �
n

i= 1
�i = 1,

使得 x 0 = �
n

i= 1
�iy i�� 因 yi � h( x 0) , x 0 � intX ( F

- 1
( y i ) ) � F

- 1
( y i ) , 故 yi � F ( x 0) , i = 1, � ,

n , 由假设 F ( x 0) 是凸的, 故 x 0 � co y 1, � , yn � F ( x 0) , 证毕��

由定理2�1 可得下面的结果

定理 2�2�设 E 与X 与定理 2�1 中的相同, 设 G : X � 2X 满足下面的条件 :

� ) 对任一 x � X , x � G( x ) ;

� ) 对任意的 x 1, x 2 � X , G( co x 1, x 2 ) � G( x 1) � G( x 2) ;

� ) G 是转移闭值的 ;

� ) 存在 X 的非空紧凸集X 0, 使得集合 D = y � X , y � G( x ) , � x � co( X 0, y ) 是相

对紧的, 且 �D � X ;

则� �
x � X

G( x ) � ���

证�设相反 �
x �X

G( x ) = �, 则对任一 x � X�� 存在 y � X , 使得 x �\ G( y )�� 现定义映象

� � F: X � 2
X

, � F( x ) = X \ G
- 1

( x ) � ( x � X ) ��

于是 F( x ) � �, � x � X�� 下证 F ( x ) 是X 中的凸集合�� 事实上, 任给 y 1, y 2 � F( x ) , 故 y 1,

y 2 �/ G
- 1

( x )�� 从而 x �/ G( y 1) � G ( y 2)�� 由条件 � ) 知 x �/ G( co y 1, y 2 )�� 故 co y 1, y 2 �

G
- 1

( x ) = ��� 因而 co y 1, y 2 � F ( x )�� 此即 F ( x ) 是凸集, 所要的结论得证��

又因 F
- 1

( y ) = X \ G ( y ) , 故由 �) 知 F
- 1

: X � 2X 是转移开集的, 且 G( y ) = X \ F
- 1

( y ) ,

于是 F 满足定理2�1的所有条件, 于是由定理2�1, 存在 x 0 � F( x0) , 即 x 0 �/ G
- 1

( x 0) , 这与条件�)
相矛盾, 定理得证��

注� 定理 2�2是一个新的非空交定理, 其中的条件� ) 在拓扑型非空交定理中起到关键性作用[ 7, 8]
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定理 2�3�设 E 是一Hausdorff 拓扑线性空间, X 是E 的非空凸集, G: X � 2X 满足条件

� ) G 是KKM 映象, 即对任一有限集 x1, � , x n � X , co x 1, � , x n � �
n

i= 1
G( xi ) ;

� ) G 是转移闭值的;

� ) 存在非空紧凸集X 0 � X , 使得集合 D = x � X : x � G( y ) , � y � co( X 0, x ) 是相

对紧的, 且 �D � X ��

则� �
x � X

G( x ) � ���

证�设相反, �
x � X

G( x ) = �, 于是对任一 x � X ,存在 y � X , 使得 x �/ G( y ) , 即 y �/ G
- 1

( x )��

现定义映象

� � F: X � 2X
, � F( x ) = co X \ G

- 1
( x ) ,

则对任一 x � X , F ( x ) 是非空凸的��

下证 F
- 1 是转移开值的, 事实上, 对任一 y � X , 若 x � X \ G( y ) , 则 y � X \ G

- 1
( x ) �

F ( x ) ,从而 x � F
- 1

( y )�� 因而得知 X \ G ( y ) � F
- 1

( y )�� 因 G 是转移闭值的, 故 y |�

X \ G( y ) : X � 2
X
是转移开值的, 且

� � X = �
y � X

( X \ G ( y ) ) = �
y � X

intX( X \ G( y ) ) ( 由命题1�3 之 � ) �

�
y � X

intX ( F
- 1

( y ) ) � �
y � X

F
- 1

( y ) � X ,

从而 �
y � X

F
- 1

( y ) = �
y � X

intX ( F
- 1

( y ) )�� 再由命题 1�3 之 � ) 知 F
- 1 是转移开值的 �� 又由

X \ F
- 1

( y ) � G ( y ) , 故知 F 满足定理2�1的条件 � )�� 于是F 满足定理2�1的所有条件�� 故

存在 x 0 � F ( x 0) = co X \ G
- 1

( x 0) �� 因而存在有限集 y 1, � , y n � X \ G
- 1

( x 0) , 使得 x 0

= �
n

i= 1

�iy i , 其中 �i � 0, i = 1, � , n, �
n

i = 1

�i = 1�� 由 y i �/ G
- 1

( x 0) , i = 1, � , n, 故 x 0 �/ G( yi )��

从而 x 0 � co y 1, � , y n , 但 x 0 �/ �
n

i= 1
G( yi )�� 这与条件 � ) 相矛盾�� 定理得证��

定理 2�4�设 E 是Hausdorff 拓扑线性空间, X 是E 中的非空凸子集, F : X � 2X 满足条件

� ) F ( x ) � �, � x � X ;

� ) F
- 1

: X � 2X 是转移开值的;

� ) 存在X 的非空紧凸子集X0, 使得D = x � X : x � X \ F
- 1

( y ) , � y � co( X0, x ) 是

相对紧的, 且 �D � X ��

则存在 A � F ( X ) 和 �x � co( A ) , 使得 A � F( �x )

证 设结论不成立, 则对任一 A I F ( X ) 及 P x I co( A ) 都有A ¤ F( x )# 于存在�x I

A , �x I/ F ( x ) 或 x I/ F
- 1

( �x )# 于是有 x I X \ F
- 1

( �x ) < G
y I A

( X \ F
- 1

( y ) )# 故有 co( A )

< G
y I A

( X \ F
- 1

( y ) )# 定义映象 G : X y 2X
, G( x ) = X \ F

- 1
( x )# 故 G 是一KKM映象, 另外,

易于证明 G 满足定理 213的全部条件, 由定理213, 存在 x 0 I X , 使得 x 0 I G ( x ) , P x I X# 

从而 x 0 I/ F
- 1

( x ) , P x I X# 故 F( x 0) = ª# 这与条件 �) 相矛盾, 定理的结论得证# 

定理 215 设 E 是一Hausdorff 拓扑线性空间, X 是E 的非空凸子集, U: X @X y R 满足

条件 :
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) r = sup
x I X

U ( x , x ) < + ] ;

�) 对任给的 x I X , y y U( x , y ) 是 r_拟凹的;

�) U( x , y ) 关于 x 是 r_转移下半连续的;

�) 存在非空紧凸集 X 0 < X , 使得集合 D = x I X : U( x , y ) [ r, P y I co( X0, x ) 是

相对紧的, 且 �D < X # 

则存在�x I X , 使得 U( �x , y ) [ r   ( P y I X ) # 

证 设定理的结论不成立, 则 P x I X , 存在 y I X , 使得 U( x , y ) > r# 现定义映象 F :

X y 2X :

  F( x ) = y I X : U( x , y ) > r   ( x I X ) # 

则 F 满足定理 211 中的一切条件# 由定理 211 存在 x 0 I X , 使得 x 0 I F ( x 0)# 从而 U( x 0,

x 0) > r# 这与 r 的定义相矛盾, 定理得证# 

最后我们将证明定理 211~ 定理 215是相互等价的# 

定理 216 定理 211~ 定理 215 是彼此等价的# 

证 定理 211 ] 定理 212, 定理 211 ] 定理 213 ] 定理 214, 及定理 211 ] 定理 215 已分别在

定理 212, 定理 213, 定理214 和定理215 中被证明# 因此, 为了证明定理的结论, 只需证明定理

212 ] 定理 211, 定理 214 ] 定理 211及定理 215 ] 定理 211即可# 

11 定理 212 ] 定理 211# 如果 F 没有不动点, 现定义

  G: X y 2X
, G ( x ) = X \ F

- 1
( x )   ( x I X ) # 

则对任一 x I X , x I G ( x ) # 于是 P x 1, x 2 I X 及y I G( co x 1, x 2 ) , 存在 A, B \ 0, A+ B

= 1, 使得 y I G( Ax 1 + Bx 2)# 故 y I/ F
- 1

( Ax 1 + Bx 2) , 因而 Ax 1+ Bx 2 I/ F( y )# 因 F ( y ) 凸, 必

有 x 1 I/ F( y ) 或 x 2 I/ F ( y )# 从而 y I/ F
- 1

( x1) 或 y I/ F
- 1

( x1)# 于是有 y I G( x1) G G ( x 2)# 

从而得知G ( co x 1, x 2 ) < G ( x 1) G G ( x 2)# 另外, 易于证明G 满足定理212中的其余条件# 

于是由定理 212, 存在 x 0 I X , 使得 x 0 I G( x ) , P x I X , 即 x0 I/ F
- 1

( x ) , P x I X , 这表明

F ( x 0) = ª, 与定理 211 的条件 �) 矛盾, 故结论得证# 

21 由 F ( x ) 的凸性得知定理 214 ] 定理211 # 

31 定理 215 ] 定理 211# 定义 U: X @X y R:

  U( x , y ) =
0   ( y I/ F( x ) ) ,

1   ( y I F( x ) )# 

若 F 没有不动点, 则 P x I X , U( x , x ) = 0# 由定理215, 存在�x I X , 使得 U( �x , y ) = 0, P y

I X , 即 F( �x ) = ª矛盾, 得证# 

3  应  用

作为应用的例子, 在本节中, 我们应用前节的结果研究最近点和不动点的存在性问题# 我

们有下面的结果# 

定理 311 设 E 是Hausdorff 拓扑线性空间, X 是E 的非空凸子集, T : X y 2E
, U: X @X y

R , X 0 是 X 的紧凸子集且下列条件满足 :

�) P x I X , 函数 f ( x , y ) = U( x , x ) - U( x , y ) 关于 y 是O_拟凹的;

�) f ( x , y ) 关于 x 是O_转移下半连续的;
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) 集 D = x I X : U( x , x ) [ U( x , y ) , P y I co( X 0, x ) 是相对紧的, 且 �D < X # 

�) P x I X , 当 x I/ T( x ) 时, 存在 y I X , 使得

  U( x , y ) < U( x , x ) # 

则存在 x * I X , 使得 x * I T ( x * ) , 且

  U( x * , x * ) = inf
y I X

U ( x * , y )# ( 1)

证 对 f 应用定理215(并注意到此时 r = 0) , 故存存 x * I X ,满足( 1)# 如果 x * I/ T ( x * ) ,

由条件�) 存在 y * I X , 使得 U( x * , y * ) < U( x * , x * ) = inf
y I X

U ( x * , y ) , 矛盾, 由此矛盾得知 x *

I T ( x * )# 证毕# 

定理 312 设 E 是Hausdorff 拓扑线性空间, X 是E 的凸子集, 设 U: X @E y R, T : X y 2E

满足条件 :

�) y y U( x , y ) 是凸的;

�) U在X @X 上的限制满足定理311 中的条件 �) , �) ;

�) 存在非空紧凸集 X 0 < X , 使得

  D1 = x I X : U( x , x ) [ U( x , y ) , P y I IX
0
( x ) # 

是相对紧的, 且 �D 1 < X , 其中 IX
0
( x ) = y I E: y = x + a( u - x ) : a > 0, u I X 0 是 x 关

于X 0 的内向集;

�) 对任一 x I X , 当 x I/ Tx 时, 存在 y I IX ( x ) 使得

  U( x , y ) < U( x , x ) # 

则 T 在X 中存在不动点 x * , 使得

  U( x * , x * ) = inf
y I X

U ( x * , y ) # 

证  令 D = x I X : U( x , x ) [ U( x , y ) , P y I co( X 0, x ) # 下证集D1 = D# 设 x I

D, 于是 P y = x + a( u - x ) I IX
0
( x ) , 其中 a > 0, u I X 0# 当 a [ 1时, y I co( X0, x ) , 因

而有

  U( x , x ) [ U( x , y ) ;

当 a > 1 时, 因 u =
1
a

y + 1-
1
a

x I X0, 由条件 �) 知

  U( x , x ) [ U( x , x ) [
1
a

U( x , y ) + 1-
1
a

U( x , x ) # 

从而 U( x , x ) [ U( x , y )# 这就证明 x I D1, 从而 D < D1 # 

于是由定理 311 的证明中的前一部份, 得知存在 x * I X , 使得

  U( x * , x * ) = inf
y I X

U ( x * , y ) # 

如果 x * I/ T ( x * ) , 由条件 �) 存在 y * I IX ( x * ) , 使得 U( x * , y * ) < U( x * , x * )# 因 y *

I IX( x * ) , 故存在 a > 0, u I X , 使得 y * = x * + a( u - x * )# 如果 a [ 1, 则 y * I X , 因

而 U( x * , y * ) < U( x * , x * ) = inf
y I X

U ( x * , y ) 这是不可能的# 因而 a > 1# 于是有 u =
1
a

y *

+ 1-
1
a

x * I X , 由条件 �) 有

  U( x * , u) [
1
a

U( x * , y * ) + 1-
1
a

U( x * , x * ) < U( x * , x * ) ,

矛盾, 由此矛盾, 得证 x * I T ( x * )# 证毕# 
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定理 313 设 E 是Haussdorff 拓扑线性空间, X < E 是凸集, T : X y 2E
, U: X @E y R , X 0

< X 是非空紧凸集, 再设

�) U*
( x , y ) = U( x , 2x - y ) 满足定理 312 中的条件 �) , �) # 

�) 集 D2 = x I X : U( x , x ) [ U( x , y ) , P y I OX
0
( x )

是X 中的相对紧集且�D2 < X , 其中 OX
0
( x ) = y I E: y = x - a( u - x ) , a > 0, u I X 是

x 关于X 0 的外向集;

�) 对任一 x I X , 当 x I/ T ( x ) 时, 存在 y I OX ( x ) 使得

  U( x , y ) < U( x , x ) # 

则 T 在X 中存在不动点 x * I X , 使得 U( x * , x * ) = inf
y I X

U ( x * , y ) # 

证 先证 U* 满足定理 312的条件, 记

  D4 = x I X : U
*

( x , x ) [ U
*

( x , y ) , P y I IX
0
( x ) # 

P x I D4 及 y = x - a ( u - x ) I OX
0
( x ) 有 x + a( u - x ) I Ix

0
( x ) 且

  U( x , x ) = U
*

( x , x ) [ U
*

( x , x + a( u - x ) ) =

U( x , x - a( u - x ) )# 

故 x I D2, 从而 D4 是相对紧且 �D 4 < X # 

又对任一 x I X , 当 x I/ Tx 时, 由条件 �) 存在 y = x - a1( u1 - x ) I OX , 使得 U( x , y )

< U( x , x ) , 令 yc = x + a1( u1 - x ) I IX ( x ) , 则有

  U*
( x , yc) = U( x , y ) < U( x , x ) = U

*
( x , x ) # 

这就证明了 U* 满足定理 312 中的全部条件# 故存在 x * I X , 使得

  U*
( x * , x * ) = U( x * , x * ) = inf

y I X
U

*
( x * , y ) = inf

y I X
U ( x * , 2x * - y ) [

U( x * , 2* - x * ) = U( x * , x * )# 

仿定理312 的证明知 x * I T( x * )# 证毕# 

定理 314 设 E 是Hausdorff 拓扑线性空间, X < E 是一凸子集, f : E y R, T : X y 2E 满足

条件 :

�) f 是连续的凸函数, 且有下界;

�) T 是具有非空紧凸值的连续映象;

�) 存在 X 的非空紧子集X0, 使得

  D3 = x I X : inf
z I T( x)

f ( x - z ) [ inf
z I T( x)

f ( y - z ) , P y I IX
0
( x )

是相对紧的, 且 �D < X # 

则存在�x I X , 使得

  inf
z I T�x

f ( �x - z ) [ inf
z I T�x

f ( y - z ) , P y I X # 

证 令 U: X @ E y R:

  U( x , y ) = inf
z I Tx

f ( y - z ) , x I X , y I E # 

易证函数 g( x , y ) : = U( x , x ) - U( x , y ) 满足定理 312 中的条件 �) , �)# 因而由定理 312,

存在 �x I X , 使得

  U( �x , �x ) = inf
y I X

U ( �x , y ) ,

即   inf
z I T�x

f ( �x - z ) = inf
y I X

inf
z I T�x

f ( y - z )# ( 2)
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定理证毕# 

注 在定理 314中, 如果取 f ( x ) = + x + , U( x , y ) = d ( y , Tx ) , 则得 d( �x , T�x ) [ d( y , T�x ) , P y I X# 因

而定理 314可视为一般形式的最近点定理# 
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Abst ra ct : The purpose of this paper is to obtain a generalization of the famous Brow der. s fixed point

theorem and some equivalent forms. As application, these results are utilized to study the existence

problems o f fixed po ints and nearest points.

Key wo rds: transfer open( closed) mapping; Brow der. s fix ed point the orem; tr ansfer upper ( low er)

semi_continuous function
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