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怎样利用函数 exp(q )的含参有理逼近
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摘要:  得到了指数函数 exp( q ) 的含双参数 A、B的(4, 4) 有理逼近的表达式及其为 A_可接受的充

要条件,由此构造了精确阶可达 6 至 8阶的四阶导数单步指数拟合方法与三阶导数混合单步指数

拟合方法# 研究了这两种算法的拟合阶及其为 A_稳定的充要条件# 最后讨论了四阶导数方法的

中间性与误差界# 
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引   言

在自然科学的许多领域(如物理、力学、化学、工程技术) ,出现了大量的刚性微分方程# 为

求得这类方程的精度较高的数值解,需要稳定性很好的高阶方法,这一问题近年来已成为科技

界的一个重要课题# 

考虑由N 个方程组成的一阶刚性常微分方程组

  yc = f ( t , y ) ,  y ( a) = G   ( t I [ a, b] ) , (1)

这里   y = ( 1
y ,  2

y , , ,  N
y )

T ,

f ( t , y ) 是相应的向量函数, G为常数向量# 

设初值问题( 1)的特解为 F ( t) , 则方程(1) 的时间常数是 Jacobi矩阵 J ( t ) =
5f
5 y ( t , F( t ) )

的特征值的实部的负倒数# 为考察在 F( t) 的领域内方程的性态, 通常考虑变分方程

  yc = J ( t ) y# (2)

若 J ( t ) 是慢变化的, K是J ( t ) 的单根,则

  y ( t ) = y (0) # eKt# (3)

将是方程( 2)的一个近似的特征解# 在格点 tn = nh , h > 0, n = 0, 1, , 上, 解(3) 满足递

推式

  y ( tn+ 1) = eq # y ( tn) , (4)
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其中 q = Kh# 由此可知,当 | q | n 1时,由 y ( tn ) 到 y ( tn+ 1) 的变化是缓慢的,而当 | q | m 1

时,由 y ( tn) 到 y ( tn+ 1) 的变化是迅速的# 大多数数值求解公式只在前一情形下是精确的# 

为得到对较大的步长也比较精确的数值公式,文[ 1 ~ 2] 构造了精确阶不超过 2的一阶导数指

数拟合公式和精确阶不超过 4的二阶导数指数拟合公式# 本文先得到了函数 exp( q ) 的含双

参数(4, 4) 有理逼近 R
4
4( q , A, B) 的表达式,证明了当且仅当 A\0且 B\ 2

5
时,这种有理逼近

是 A_可接受的# 接着利用这一结论构造了精确阶可达 6至8阶的四阶导数单步指数拟合方

法和三阶导数混合单步指数拟合方法,研究了这两种算法为 A_稳定的充要条件# 最后讨论

了四阶导数公式的中间性与误差界# 

1  exp( q) 的双参数( 4, 4)有理逼近及可接受性

设函数 exp( q ) 的有理逼近

  R
n
m( q ) = Pn ( q) / Qm( q ) = E

n

k= 0

akq
k E

m

k= 0

bkq
k
, (5)

其中 a0 = b0 = 1, ak , bk I R, k = 1, 2, ,, q 为复变量, Pn ( q) 与 Qm( q) 既约# 

定义 111  当

  exp( q ) - R
n
m( q ) = Cp+ 1 q

p+ 1
+ O( | q |

p+ 2
) ( q y 0)

且常数 Cp+ 1 X 0时,称 R
n
m( q) 是 exp( q ) 的 p 阶有理逼近# 

定义 112  exp( q) 的有理逼近(5) 称为是 A_可接受的,如果

  | R
n
m( q ) | [ 1  (Req < 0)# 

而该有理逼近称为是 A 0_可接受的, 如果

  | R
n
m( q ) | [ 1  ( q < 0) ,

引理 111  当 s \ 2时, exp( q) 的不低于 2s - 2阶的含双参数 bs- 1, bs的有理逼近

R
s
s( q ; bs- 1, bs ) 的系数由公式

  bk = (- 1) k
(2s - 2 - k ) !
(2s - 2) !

C
k
s- 2+ (- 1) s- k+ 1 (2s - 2- k ) !

( s - 1) !
C
k- 1
s- 2 # bs- 1+

(- 1) ( s- k+ 1) (2s - 2 - k ) !
( s - 2) !

# ( s - 1- k) C
k- 1
s- 1 # bs   ( k = 1, 2, ,, s - 2) ,

  ak =
(2s - 2- k ) !
(2s - 2) !

C
k
s + (- 1) s

(2s - 2- k) !
( s - 1) !

C
k- 1
s- 1 # bs- 1+

(- 1) s
(2s - 2 - k ) !

( s - 2) !
( s - 1) Ck- 1

s- 1- C
k- 1
s- 2 # bs   ( k = 1, 2, ,, s - 1) ,

  as =
( s - 2) !
(2s - 2) !

+ (- 1) s
1

s - 1
bs- 1+ (- 1) s ( s - 1) bs

确定,其中 C
t
r 为组合数# 

引理 111的证明参见文[ 3]# 对于这种系数确定的 exp( q ) 的有理逼近的可接受性,有

引理 112  设 R
s
s( q ) 是 exp( q ) 的阶 p \max 2s - 2, s 的有理逼近,则下列条件两两等价 :

� ) R
s
s ( q) 是 A_可接受的;

� ) R
s
s ( q) 是 A 0_可接受的;

� ) | as | [ | bs | , 且对任意 q [ 0有 Q s( q ) > 0 # 

引理 112的证明参见文[ 4]# 
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在引理 111中取 s = 4, b3 =
1

120
(5- 15B- 6A) , b4 =

1
240

(5B+ A- 2) ,得 exp( q ) 的双参

数(4, 4) 有理逼近

R
4
4( q; A, B) =

1+
1
2
(1- A) q +

1
4
( B- A) q2

+
1

120
(15B- 6A- 5) q3

+
1

240
(5B- A- 2) q 4

1- 1
2
(1+ A) q + 1

4
( B+ A) q2

-
1

120
(15B+ 6A- 5) q3

+
1

240
(5B+ A- 2) q 4

# 

(6)

定理 111  对任意 A、B I R,由式(6) 确定的 exp( q ) 的有理逼近 R
4
4( q; A, B) 的逼近阶不

低于 6阶,当 B= 3/ 7时不低于 7阶,当 B= 3/ 7且 A= 0时达到 8阶# 此外,当且仅当 A\

0、B \ 2/ 5时,这种有理逼近是 A_可接受的# 

证  将函数 exp( q) 展开为 Maclaurin级数, 计算可得

  exp( q ) - R
4
4( q ; A, B) =

7B- 3
20160 q

7
+

1
40320 7B- 3 +

A
5 q

8
+ , (7)

故由定义 111可得本定理中关于阶的论断# 又由引理 112知 R
4
4( q; A, B) 为 A_可接受当且仅

当

  | 5B- A- 2 | [ | 5B+ A- 2 | ,  Q4( q ) > 0, ( q I R
-
)# (8)

由式( 8)、( 6)和引理 112的条件� )知 5B+ A- 2 \ 0, 因此有

  0 [ 5B- A- 2 [ 5B+ A- 2,

或    - 5B+ A+ 2 [ 5B+ A- 2,  5B- A- 2 [ 0# 

这两个不等式组的解都是

  A\ 0,  B \ 2
5

# 

反之,当 A\ 0且 B \ 2/ 5时,可以证明不等式

  | 5B- A- 2 | [ | 5B+ A- 2 | # 

成立,且此时多项式 Q4( q ) 中奇次项系数为负而偶次项系数为正,故有

  Q4( q ) > 0  ( q I R
-
)# 

定理 111证毕# 

2  指数拟合公式的构造与稳定性

定义 211  一个数值方法称作在复值 K0处是指数拟合的,如果当该方法以精确的初始条

件应用于数值试验问题

  yc = K0y ,  y (0) = y 0 (9)

时,将得到精确的理论解# 

以给定的单步方法求解初值问题( 9) ,由文[ 5]知数值解满足:

  y n+ 1 = R( q ) # yn , (10)

其中 R( q ) 是对函数 exp( q) 的有理逼近# 

引理 211  一种单步方法是 A_稳定或A 0_稳定的充要条件分别是相应的有理逼近R ( q )

是 A_可接受的或A 0_可接受的# 

引理 211的证明参见文[ 6]# 

设方法在 q = q0 = K0h 处是指数拟合的,比较式(4) 与(10) 有
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  R( q 0) = exp( q0) ,

令

  E( q ) = R ( q) - exp( q )# (11)

定义 212  一个算法称作在 q = q0处为 W阶指数拟合的,如果 q 0是 E( q) 的 W+ 1重零

点# 

构造如下四阶导数方法:

  y n+ 1- yn =
h
2
[ (1 - A) yc

n + (1 + A) yc
n+ 1] +

h
2

4
[ ( B- A) yd

n - ( B+ A) yc
n+ 1] +

h
3

120
[ (15B- 6A- 5) y Ê

n + (15B+ 6A- 5) yÊ
n+ 1] +

h
4

240
[ (5B- A- 2) y (4)n - (5B+ A- 2) y (4)n+ 1]# (12)

和如下三阶导数混合单步法:

  

y n+ 1- yn =
7h
30( y

c
n + y

c
n+ 1) +

h
2

60( y
d
n- y

d
n+ 1) +

h
3

120( y
Ê
n + y

Ê
n+ 1) +

8h
15
f ( t n+ /: , yn+ /: ) ,

y n+ /: =
1

16
[ (8- 15A) yn + (8+ 15A) yn+ 1] +

h
32
[ (15B- 15A- 1) yc

n-

(15B+ 15A- 1) yc
n+ 1] +

h
2

64
[ (15B- 6A- 6) yd

n +

(15B+ 6A- 6) yd
n+ 1] +

h
3

128
[ (5B- A- 2) yd

n - (5B+ A- 2) y Ê
n+ 1]# 

(13)

用以上两种算法求解问题( 9) ,可知数值解满足

  y n+ 1 = R
4
4( q; A, B) y n ,

其中 R
4
4( q; A, B) 由式(6) 确定# 故由定理 111和引理 211有
定理 211  对参数 A、B的任意值, 由公式(12) 和公式(13) 确定的算法不低于 6阶,当 B=

3/ 7时不低于7阶,当 B= 3/ 7且 A= 0时达到8阶,此外,这两类算法为 A_稳定的充要条件是

A\ 0且 B\ 2/ 5 # 

为得到指数拟合公式,令

  R
4
4( q; A, B) = exp( q ) ,

可得

240 + 120(1 - A) q + 60( B- A) q2
+ 2(15B- 6A- 5) q 3

+ (5B- A- 2) q4

240 - 120(1 + A) q + 60( B+ A) q
2
- 2(15B+ 6A- 5) q

3
+ (5B+ A- 2) q

4 = exp( q )# 

(14)

由式( 7)知在 q = 0处,算法(12) 与( 13) 的拟合阶均不低于6阶# 此外,任取两个非零复数 q 1、

q 2, 分别代入式(14) 得到关于 A、B的方程组,由此可解出

  A= A( q1, q 2) ,  B= B( q1, q2)# (15)

将此 A、B值代入算法(12) 与(13) ,得到在点 q1 与 q2 处拟合阶 W= 0的算法# 特别,当 q1与

q 2均为实数时,式(15) 为实数解# 适当选取 q1与 q 2使 A\0、B\2/ 5,可得稳定的指数拟合

公式# 

为讨论简单,下面只保留一个参数# 在式( 14)中令 A= 0,得
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  B= 2q
4
+ 10q

3
- 120q - 240+ (240- 120q + 10q

3
- 2q

4
) # exp( q )

60q2
+ 30q3

+ 5q4
- (60q2

- 30q 3
+ 5q4

) # exp( q )
# (16)

故当 A= 0, B由式(16) 确定时, 对任意非零复数 q,算法(12) 与(13) 均为点 q处的指数拟合方

法,拟合阶 W= 0# 下面讨论这两种指数拟合公式的稳定性,先考虑 q I R
- 的情形# 令

  M ( q) = 60q2
+ 30q3

+ 5q 4
- (60q 2

- 30q2
+ 5q4

) # exp( q ) = q
2
f ( q )# (17)

易算得

  f (0) = f c(0) = f d(0) = 0,

  f Ê ( q ) = - 5q 2 # exp( q ) < 0   ( q I R
-
)

由 f Ê ( q) < 0( q < 0) 及 f d(0) = 0知 f d( q ) > 0, q I R
- # 类似地, 由f d( q ) > 0与 f c(0)

= 0有 f c( q) < 0, q I R
- # 用类似的方法知 f ( q) > 0, q I R

-
,故有

  M ( q) > 0  ( q I R
-
) , (18)

由式( 16) , ( 17) , ( 18)知当 q [ 0时,条件 B \ 2/ 5等价于

  120+ 60q + 12q 2
+ q

3 [ (120- 60q + 12q2
- q

3
) # exp( q )# (19)

令

  g( q ) = 120 + 60q + 12q2
+ q

3
- (120- 60q + 12q2

- q
3
) # exp( q )# (20)

易得

  g(0) = gc(0) = gd(0) = gÊ( 0) = 0 ,

  g
(4)
( q) = q

3 # exp( q) < 0  ( q I R
-
) # 

由此并利用与上面相同的方法可得

  g( q ) < 0  ( q I R
-
)# (21)

即当 q [ 0时,不等式(19) 成立,故 B \2/ 5# 由定理 211、引理 211、定义 111与引理 112知此

时算法(12) 与算法(13) 均为 A_稳定的# 

综合上述讨论, 有下面的结论:

定理 212  当 A= 0、B由式(16) 给出时, 对任意 q I C, 算法(12) 与算法(13) 均为点 q处

的指数拟合方法# 当 q X 0时拟合阶 W= 0,当 q = 0时 W\ 6# 并且,这两种指数拟合方法

均为 A_稳定的# 

3  中间性与误差界

对于一般的四阶导数公式:

  y n+ 1- yn - h # ( c1y
c
n+ 1+ c2y

c
n ) + h

2
( c3y

d
n+ 1- c4y

d
n) -

      h
3
( c5y

Ê
n+ 1+ c6y

Ê
n ) + h

4
( c7y

( 4)
n+ 1- c8y

( 4)
n ) = 0, (22)

其系数向量为(参见文[ 5] ) :

  c = ( c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7, c8)# (23)

特别, 函数 exp( q) 的 pad�逼近对应的四阶导数公式( A= 0, B= 3/ 7) 和在 tn 处对解作向后

Taylor展开对应的四阶导数公式的系数向量分别为

  s =
1
2
,

1
2
,

3
28
,

3
28
,

1
84
,

1
84
,

1
1680

,
1

1680
, (24)

  b = 1, 0,
1
2
, 0,

1
6
, 0,

1
24
, 0 , (25)

定义 311  算法( 22)称为是中间的,如果有
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  min sj , bj [ cj [ max sj , bj  ( j = 1, 2, ,, 8) , (26)

这里 sj、bj、cj 分别是向量 s、b、c 的第j 个分量# 

定理 311  算法( 12)为中间的充要条件是

  

5B- 2A\ 5
3 ,

5B+ A\ 15
7
,

2 [ 5B- A [ 15
7

# 

(27)

成立# 特别,当 A= 0时,这种算法是中间的充要条件是 B= 3/ 7# 

证  算法( 12)对应的系数向量为

 c =
1 + A

2 ,
1- A

2 ,
B+ A

4 ,
B- A

4 ,
15B+ 6A- 5

120 ,
15B- 6A- 5

120 ,
5B+ A- 2

240 ,
5B- A- 2

240 # 

(28)

由式( 24)、( 25)、( 26)和( 28) ,得一个由 16个不等式组成的不等式组,化简得:

  

0 [ A [ 1,  3
7

[ B+ A [ 2,

0 [ B- A [ 3
7
,  15

7
[ 5B+ 2A [ 25

3
,

5
3

[ 5B- 2A [ 15
7
,  15

7
[ 5B+ A [ 12,

2 [ 5B- A [ 15
7

# 

(29)

可以证明此不等式组等价于条件( 27)# 特别,当 A= 0时, (27)的解为B= 3/ 7# 定理311证毕# 

推论 311  当 A= 0时,算法(12) 为点 q 处的指数拟合的中间方法的充要条件是q满足方

程 :

  (1680+ 180q 2
+ q

4
) # ( exp( q) - 1) = (840 + 20q2

) # q # ( exp( q ) + 1)

定理 312  若形如( 12)的算法为中间公式,则其局部截断误差按估计式

  | e( t ) | [ 107
560

h
5 # max

0 [ H[ 1
| y

(5)
( t + Hh) | (30)

是一致有界的# 

证  设 y ( t ) 为方程(111) 的精确解,考虑恒等式

e( t ) = y ( t + h ) - y ( t ) -
h
2

( 1+ A) yc( t + h ) + (1- A) yc( t ) +
h

2

4
[ ( B+ A) @

yd( t + h) - ( B- A) yd( t ) ] - h
3

120
[ (15B+ 6A- 5) yÊ ( t + h) + (15B- 6A-

5) yÊ ( t ) ] + h
4

240
[ (5B+ A- 2) y (4)

( t + h) - (5B- A- 2) y ( 4)
( t ) ]

利用分部积分法可以证明局部截断误差为

e( t ) = h
5 #Q

1

0

1
24
H

4
+
A- 1

12
H

3
+
B- A

8
H

2
-

15B- 6A- 5
120

H+

5B- A- 2
240

y
(5)
( t + Hh)dH (31)

由中间性条件有
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  - 1 [ A- 1 [ 0,  0 [ 15B- 6A- 5 [ 10
7
,

  0 [ B- A [ 3
7
,  0 [ 5B- A- 2 [ 1

7
# 

故

  | e( t ) | [ h
5

240Q
1

0
| 10H4

+ 20( A- 1) H3
+ 30( B- A) H2

-

2(15B- 6A- 5) H+ 5B- A- 2 | #| y
(5)
( t + Hh) | dH [

1
240

h
5 #Q

1

0
10+ 20 + 30 @ 3

7
+ 2 @ 10

7
+

1
7

#| y
(5)
( t + Hh ) | dH,

由此可得不等式( 30) ,定理证毕# 
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On Construction of High Order Exponentially Fitted

Methods Based on Parameterized Rational

Approximations to exp( q )

Yang Fengjian1,  Zhang Aiguo2,  Chen Xinming3

( 11 Zhongka i Agrotechnical College , Guan gzhou 510225, P R China ;

21Xiangtan In stitute of Machinery an d Electr icity ,

Xiangtan , Hunan 411101, P R China ;

31Depa rtm ent of Mathem atics and Phy sics , Wuy i Un iver sity ,

J ian gm en , Gu angdon g 529042, P R China )

Abstract: By the discussion of the formula and properties of ( 4, 4) parametric form rational approx-i

mation to function exp( q ), the fourth order derivative one_step exponentially fitted method and the

third order derivative hybrid one_step exponentially fitted method are constructed, their order p satis-

fying 6[ p [ 8. The necessary and sufficient conditions for the two methods to be A _stable are giv-

en. Finally, for the fourth order derivative method, the error bound and the necessary and sufficient

conditions for it to be median are discussed.
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