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摘要: � 讨论了四元数体上的 Vandermonde重行列式问题, 给出了 Vandermonde 重行列式不为零的

充分必要条件��
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1 �引言及记号说明

实Vandermode 矩阵常用于结构的振动分析、离散Fourier变换、控制理论以及大系统的分

散镇定性等应用领域的研究[ 1~ 3] , 也是循环矩阵以及Hadamard矩阵等理论研究领域中必不可

少的工具[ 4] , 四元数矩阵在刚体力学尤其是多刚体力学系统中的应用也日渐重要和广

泛[ 5~ 7] , 因此研究四元数的Vandermonde矩阵问题尤其是四元数Vandermonde矩阵的行列式问

题具有重要的实用价值��本文将主要讨论四元数Vandermonde矩阵的行列式问题并给出完整

的结果��

本文所用记号说明如下:

Q表示四元数体��

Qn� n 表示四元数体上 n � n矩阵的全体��

A
+
表示矩阵 A的转置共轭矩阵��

对任意的 A � Qn�n , A的行列式定义为 :

� � | A | = detA = �
�� S

n

�( �)���, ( 1)

其中 Sn 是 n文字的置换群, �的循环表示应写成如下的正规式 :

� � �= ( ni 2 i3 � i s) ( n2j 2j 3� j t ) � ( nrk2 k3 � kl ) ,

� � n > i2, i 3, � , is; n2 > j 2, j 3, � , j t ; � ; nr > k2, k3, � , kl ,

� � n > n2 > n3 > � > nr � 1,

� � �( �) = (- 1)
( s- 1)+ ( t- 1)+ �+ ( l- 1)

= (- 1)
n- r

,

� � ��� = ( ani
2
ai

2
i
3
� qi

s
n) ( an

2
j
2
aj

2
j
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� aj

t
n

2
) � ( an
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2
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2
k

3
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l
n
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A 的重行列式 � � A � = | A
+
A | ( 2)
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众所周知,根据域上 Vandermonde行列式不为零的条件,实数域上的型如 f ( x ) = c1 + c2x

+ c3x
2
+ � + cnx

n- 1
+ x

n 的n次多项式由平面上n个不同横坐标上的值唯一确定,但同样的问

题在四元数体上就复杂多了, 这主要是由于四元数乘法的不可交换性�� 对四元数体 Q上的多

项式函数 f ( x ) = c1 + c2x + c3x
2
+ � + cnx

n- 1
+ x

n
, ci � Q( i = 1, 2, � , n) , x � Q,现在问

怎样给出 f ( x ) 在 n个点a1, a2, � , an � Q上的值, f ( x ) 才能唯一确定?实际上这归结为下列

方程组是否有唯一解的问题��

� �

c1 + c2 a1 + c3 a
2
1 + � + cna

n- 1
1 = f ( a1) - a

n
1,

c1 + c2 a2 + c3 a
2
2 + � + cna

n- 1
2 = f ( a2) - a

n
2,

� � � � � � � � � �

c1 + c2 an + c3 a
2
n + � + cna

n- 1
n = f ( an ) - a

n
n ,

�� ( 3)

记 Vn ( a1, a2, � , an) =

1 1 1 � 1

a1 a2 a3 � an

a
2
1 a

2
2 a

2
3 � a

2
n

� � � � �

a
n- 1
1 a

n- 1
2 a

n- 1
3 � a

n- 1
n

, ( 4)

则( 3)式化为矩阵形式:

� � ( c1, c2, � , cn ) Vn( a1, a2, � , an) = ( f ( a1) - a
n
1, f ( a2) - a

n
2, � , f ( an ) - a

n
n )�� ( 5)

根据四元数体上的矩阵理论
[ 8, 9]
知, ( 5)式有唯一解的充分必要条件是 � Vn( a1, a2, � ,

an) � � 0��

从形式上看这里的重行列式 � Vn ( a1, a2, - , an) � 与实数域上的 Vandermonde行列式是

类似的,因此我们不妨做如下定义:

定义 1�1�称 � Vn ( a1, a2, � , an) � 为由 a1, a2, � , an构成的n阶Vandermonde重行

列式��

下面我们讨论的主要问题是 � Vn ( a1, a2, � , an ) � 的值与 a1, a2, � , an的取值之间的关

系��

2 �重行列式的若干性质

重行列式是四元数体上线性代数理论中的一个重要概念,它在四元数体上几个重要的矩

阵问题的解决过程中起着关键的作用��关于重行列式的性质已有很多讨论, 我们把要用到的

主要结论说明如下:

设 Pn( i , j ) 表示 n阶单位矩阵En的第 i , j 两列互换所得的初等矩阵, Pn ( i , j �) ( i � j ) 表

示 En 的第j 列右乘� � Q( � � 0) 加到第 i列所得初等矩阵, Pn ( i�) 表示 En的第 i列右乘� �

Q( � � 0) 所得的初等矩阵��

参考[ 8~ 10]我们知:

对任意的 A � Qn�n ,我们有 :

� � � Pn( i , j ) A � = �APn ( i , j ) � = �A � , ( 6)

� � � Pn( i , j�) A � = � APn( i , j �) � = �A � , ( 7)

� � � Pn( i�) A � = �APn ( i�) � = � �� � �A � = ���� A �� ( 8)

由以上三式可知,将 n阶方阵A 的第i , j 两行(或列) 互换、将A 的第i行左乘�加到第j 行、
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将 A 的第j 列右乘�加到第i列,都不改变 A 的重行列式的值;将 A 的第i行左乘非零数�或第

i 列右乘 �,其重行列式的值变为原来的 � �� 倍��

在[ 10]中我们证明了:对 A � Qn� n, B � Qm�m , C � Qn�m ,有 :

� �
A C

O B
= � A � � � B �� ( 9)

3 �四元数的若干运算性质

设 a = a0 + a1i + a2j + a3k � Q, 引入表示法 a = Sa + Va,其中 Sa = a0指 a的数量

部分, Va = a1 i + a2j + a3k = ( a1, a2, a3) � R
3指 a 的向量部分, 把三维向量空间中的数量

积以�� 表示,向量积以�� 表示�� 于是我们有:对 � a, b � Q,则

� � ab = ( Sa + Va ) ( Sb + Vb ) = SaSb - Va � Vb + SaVb + SbVa + Va � Vb�� ( 10)

定义 3�1�对任意的 a, b � Q, 若存在非零的 p � Q使pap
- 1

= b, 则称 a 与 b是同类

的��

显然同类关系是一种等价关系,通过计算可知:

1) a 与 b 同类 � � Sa = Sb 且 | Va | = | Vb | �� ( 11)

2) 设 a 与 b 同类且pap
- 1

= b, 则 a
k
与 b

k
也同类,且 pa

k
p

- 1
= b

k
( k 为任意自然数) ��

引理 3�1�设 a与 c 同类且a � c,则有 :

� � ( a - c) a ( a - c)
- 1

= �c�� ( 12)

证明 �要证 ( a - c) a( a - c)
- 1

= �c ,只须证( a - c) a = �c( a - c)��

由已知有 Sa = Sc ,上式变为( Va - Vc ) ( Sa + Va) = ( Sc - Vc ) ( Va - Vc) ,即证:

� � SaVa - SaVc - Va � Va + Vc � Va - Vc � Va =

� � � � � � ScVa - ScVc - Vc � Va + Vc � Va - Vc � Vc ,

即: � � SaVa - SaVc - Va � Va = ScVa - ScVc - Vc � Vc ,

由已知 Sa = Sc 且 Va � Va = Vc � Vc ,上式显然成立�� 证毕��

引理 3�2�设四元数 a, b, c各不相等,若( a - c) a( a - c)
- 1

= ( b- c) b ( b- c)
- 1

,则 a ,

b, c 同类��

证明 �已知 ( a - c) a( a - c)
- 1

= ( b - c) b( b - c)
- 1

, ( 13)

显然 a 与 b 是同类的,只需证 c 与a 同类�� ( 13) 式变形得 :

即

得

即

� � �

( a - c) ( Sa + Va ) ( a - c)
- 1

= ( b - c) ( Sb + Vb) ( b- c)
-1

,

Sa + ( a - c) Va( a - c)
- 1

= Sb + ( b - c) Vb( b- c)
- 1

,

( a - c) Va ( a - c)
- 1

= ( b- c) Vb( b - c)
- 1

,

( b - c)
- 1

( a - c) Va = Vb( b - c)
- 1

( a - c) , ( 14)

将 ( b - c)
- 1

=
1

� ( b - c) � ( �b - �c) 代入( 14) 得 :

� � ( �b - �c ) ( a - c) Va = Vb( �b - �c ) ( a - c) ,

即有: � � ( Sb - Sc + Vc - Vb) ( Sa - Sc + Va - Vc ) Va =

� � � � � � Vb( Sb - Sc + Vc - Vb) ( Sa - Sc + Va - Vc ) ,

设 Sb - Sc = S 0, 则 Sa - Sc = S0,可得 :
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� � ( S0 + Vc - Vb ) ( S 0 + Va - Vc) Va = Vb( S 0 + Vc - Vb) ( S0 + Va - Vc )�� ( 15)

利用( 10)式及 �� ( � � �) = ( �� �) �- ( �� �) �,此处 �, �, � � R
3
(参见[ 11] ) ,我们有 :

( 15) 式左端 = S
2
0 Va - S0 Va � Va + S 0Vc � Va - S0 Vc � Va + S0Vc � Va - S0 Vc � Va -

( Va � Va ) Vc + ( Vc � Va) Vc + Vc � ( Vc � Va) - Vc � ( Vc � Va) -

S0 Vb � Va + S0 Va � Vb + ( Va � Va ) Vb - ( Vc � Va ) Vb +

Vc � ( Vc � Va) - Vb � ( Vc � Va) =

S
2
0 Va - S0 Va � Va - ( Va � Va) Vc + ( Vc � Vc ) Va - S0 Vb � Va +

S0 Va � Vb + ( Va � Va) Vb - ( Vc � Va ) Vb - Vb � ( Vc � Va) +

( Vb � Va) Vc - ( Vb � Vc) Va,

同理我们有:

( 15) 式右端 = S
2
0 Vb + S 0Vb � Va - S 0Vb � Va + ( Va � Vb) Vc - ( Va � Vc) Vb -

( Vb � Vc) � Va + ( Vc � Vc) Vb - ( Vb � Vc ) Va + S0 Vb � Vb +

( Vb � Vb) Va - ( Vb � Vb) Vc��

比较左右两端结果, 并利用 Va � Va = Vb � Vb得:

� � S0Va � Vb - S0 Va � Va + S
2
0Va + ( Vc � Vc) Va - S 0Vb � Va + ( Va � Va) Vb =

� � � � � � S0 Vb � Vb - S0 Vb � Va + S
2
0 Vb + S0Vb � Va + ( Vc � Vc ) Vb + ( Vb � Vb) Va��

( 16)

比较( 16)式两端数量部分得:

即有 � �
S0Va � Vb - S0 VaVa = S0Vb � Vb - S 0Vb � Va,

S0( Va � Va - Va � Vb ) = 0��

易知在 a, b 同类时Va � Va - Va � Vb = 0的充要条件是 a = b,由题设知 Va � Va - Va �

Vb � 0,即有 S 0 = 0� Sa - Sc = S 0 = 0,即

� � Sc = Sa = Sb�� ( 17)

由 S0 = 0两比较( 16) 式两端向量部分得 :

即� � �
( Vc � Vc) Va + ( Va � Va) Vb = ( Vc � Vc ) Vb + ( Vb � Vb) Va,

( Vc � Vc - Vb � Vb) Va + ( Va � Va - Vc � Vc) Vb = 0�� ( 18)

由假设 a 与 b 不同且 | Va | = | Vb | ,知 Va 与 Vb 必线性无关,由( 18) 知

� � Vc � Vc - Vb � Vb = Va � Va - Vc � Vc = 0,

即有

� � Vc � Vc = Va � Va = Vb � Vb�� ( 19)

综合( 11) , ( 17) , ( 19)三式,结论得证��

由引理3�1、3�2立得:

定理 3�1�设 a, b , c是各不相同的四元数,则( a- c) a( a- c)
- 1

= ( b- c) b( b- c)
- 1成
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立的充分必要条件是 a , b, c 同类��

4 �Vandermonde重行列式的计算

设

Vn ( a1, a2, � , an) =

1 1 1 � 1

a1 a2 a3 � an

a
2
1 a

2
2 a

2
3 � a

2
n

� � � � �

a
n- 1
1 a

n- 1
2 a

n- 1
3 � a

n- 1
n

, ai � Q各不相同, i = 1, 2, � , n��

记 ai0 = ai , i = 1, 2, � , n;并设

a i1 = ( ai - a1) ai ( a i - a1)
- 1� � ( i = 1, 2, � , n) ,

a ik = ( ai , k- 1 - ak , k- 1) ai , k- 1( a i, k- 1 - ak , k- 1)
- 1

此外假设 ai , k- 1 � ak , k- 1,

k = 2, 3, � , n - 2,

i = k + 1, k + 2, � , n,

( 20)

显然若固定 i , 则 ai 与aik 是同类的��

定理 4�1�四元数体上的Vandermonde重行列式 � Vn( a1, a2, � , an) � = 0的充分必要条

件是 a1, a2, � , an 中至少有某 3 个数是同类的或 a1, a2, � , an 中有某 2 个数相等, 且当

� Vn( a1, a2, � , an) � � 0时,有 :

� � � Vn ( a1, a2, � , an ) � = � a2 - a1 � � � a3 - a1 � � � a4 - a1 � � � an - a1 � �
� a31 - a21 � � � a41 - a21 � � � an1 - a21 � �

� � � � � � � � � � � � � �

� an- 1, n- 3 - an- 2, n- 3 � � � an, n- 3 - an- 2, n- 3� �

� an, n- 2 - an- 1, n- 2 � ,

即 � Vn( a1, a2, � , an) � = �
n- 2

k= 0
�
n

i= k+ 2
� a ik - ak+ 1, k�� ( 21)

证明�当 a1, a2, � , an中有某2个数相等时,显然 � Vn( a1, a2, � , an) � 中有某两列是完
全相同的,所以必有 � Vn( a1, a2, � , an) � = 0, 以下我们假设 a1, a2, � , an是各不相同的,在

此假设下显然有 � V2( a1, a2) � � 0��

当 n = 3时, 我们有 :

� V3( a1, a2, a3) � =

1 1 1

a1 a2 a3

a
2
1 a

2
2 a

2
3

=

� � �

1 1 1

0 a2 - a1 a3 - a1

0 ( a2 - a1) a2 ( a3 - a1) a3

=

� � �
a2 - a1 a3 - a1

( a2 - a1) a2( a2 - a1)
- 1

( a2 - a1) ( a3 - a1) a3( a3 - a1)
- 1

( a3 - a1)
=

� � � � a2 - a1 � � � a3 - a1 � �
1 1

( a2 - a1) a2( a2 - a1)
- 1

( a3 - a1) a3( a3 - a1)
- 1 =
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� � � � a2 - a1 � � � a3 - a1 � � � a31 - a21 +

显然当 a1, a2, a3互不相等时, + V3( a1, a2, a3) + = 0 Z + a31 - a21 + = 0 Z a31 - a21 =

0 Z ( a2 - a1) a2( a2 - a1)
- 1

= ( a3 - a1) a3( a3 - a1)
- 1

Z a1, a2, a3同类# 

故知 n = 3时定理成立,设 n - 1阶Vandermonde重行列式满足定理,下证 n阶情况下定

理也成立# 

若 + Vn( a1, a2, , , an) + 内 a1, a2, , , an 中同类的数不少于 3个,由( 6) 式不妨把同类的

数移至最前面, 仍记其为 + Vn( a1, a2, , , an) + 于是我们有 :

+ Vn( a1, a2, , , an) + =

1 1 1 , 1

a1 a2 a3 , an

s s s w s

a
n- 2
1 a

n- 2
2 a

n- 2
3 , a

n- 2
n

a
n- 1
1 a

n- 1
2 a

n- 1
3 , a

n- 1
n

=

  

1 1 1 , 1

a1 a2 a3 , an

s s s w s

a
n- 2
1 a

n- 2
2 a

n- 2
3 , a

n- 2
n

0 ( a2 - a1) a
n- 2
2 ( a3 - a1) a

n- 2
3 , ( an - a1) a

n- 2
n

=

  

1 1 1 , 1

0 a2 - a1 a3 - a1 , an - a1

0 ( a2 - a1) a2 ( a3 - a1) a3 , ( an - a1) an

s s s w s

0 ( a2 - a1) a
n- 3
2 ( a3 - a1) a

n- 3
3 , ( an - a1) a

n- 3
n

0 ( a2 - a1) a
n- 2
2 ( a3 - a1) a

n- 2
3 , ( an - a1) a

n- 2
n

=
由( 8) , ( 9)两式

+ a2 - a1 + , + an - a1 + @

  

1 1 , 1

( a2 - a1) a2( a2- a1)
- 1

( a3 - a1) a3( a3- a1)
- 1

, ( an - a1)an( an - a1)
- 1

(( a2- a1) a2( a2 - a1)
- 1

)
2

(( a3- a1) a3( a3 - a1)
- 1

)
2

, (( an - a1) an( an - a1)
- 1

)
2

s s w s

(( a2- a1) a2( a2- a1)
- 1

)
n- 2

(( a3- a1) a3( a3- a1)
- 1

)
n- 2

, ( ( an- a1) an( an- a1)
- 1

)
n- 2

=

  + a2 - a1 + # + a3 - a1 + , + an - a1 + #

1 1 , 1

a21 a31 , an1

a
2
21 a

2
31 , a

2
n1

s s w s

a
n- 2
21 a

n- 2
31 , a

n- 2
n1

=

  + a2 - a1 + # + a3 - a1 + , + an - a1 + # + Vn- 1( a21, a31, , , an1) + # 

若 a1, a2, a3 同类, 由定理 311 有 a21 = a31, 则 + Vn- 1( a21, a31, , , an1) + = 0, 即知

+ Vn( a1, a2, , , an) + = 0# 
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若 a1, a2, , , an中同类的数少于3个,则由定理311知 a21, a31, , , an1各不相同,且其中同

类的数也少于3个,于是有 + Vn- 1( a21, a31, , , an1) + X 0,即知 + Vn ( a1, a2, , , an ) + X 0,且

有 :

+ Vn( a1, a2, , , an) + = + a2 - a1 + # + a3 - a1 + , + an - a1 + @

    + Vn- 1( a21, a31, , , an1) + =
由假设

    + a2 - a1 + # + a3 - a1 + , + an - a1 + # + a31 - a21 + # + a41 - a21 + ,

    + an1 - a21 + # + a42 - a32 + # + a52 - a32 + , + an2 - a32 + , + an- 1, n- 3 - an- 2, n- 3 + @

    + an, n- 3 - an- 2, n- 3 + # + an, n- 2 - an- 1. n- 2 + =

    F

n- 2

k= 0
F

n

i= k+ 2
+ aik - ak+ 1, k + ,

即 n阶时定理成立,证毕# 

显然当 a1, a2, , , an可交换时, ( 21) 式的结果与域上Vandermonde行列式相一致# 至此,

本文开始提出的问题得到彻底解决# 

当本文开始所讨论的多项式函数 f ( x ) = c1 + c2x + c3x
2
+ , + cnx

n- 1
+ x

n 变为f ( x ) =

c1 + xc2 + x
2
c3 + , + x

n- 1
cn + x

n
时, 依同样的讨论方式, 则对应的问题化为以下重行列是否

为零的问题 :

  

1 a1 a
2
1 , a

n- 1
1

1 a2 a
2
2 , a

n- 1
2

s s s w s

1 an a
2
n , a

n- 1
n

=

      

1 1 , 1

�a1 �a2 , �an

�a
2
1 �a

2
2 , �a

2
n

s s w s

�a
n- 1
1 �a

n- 1
2 , �a

n- 1
n

= + Vn( �a1, �a 2, , , �an) + # 

亦有类似结果# 
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T h e D o u b l e D e t e r m i n a n t o f V a n d e r m o n d e . s T y p e

O v e r Q u a t e r n i o n F i e l d

Hou Ren m in ,  Zh ao Xuqiang ,  W ang L iang t a o

( Depa rtm ent of Mathema tics and Infom ation Science ,

Yanta i Un iver sity , Yantai , Shandon g 264000, P R China )

Abst ra ct : Based on the double determinant theor y the pr oblem about the determinant of Vander-

monde. s type over quaternion field is studied, and a nece ssary and sufficient condition that this dou-

ble determinant is no t equal to zero is got.

Key w ords: quaternion field; double determinant; Vandermonde determinant
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