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弹性直杆中一类动力屈曲问题的渐近解
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摘要:  对于弹性杆受刚性块轴向撞击的动力屈曲问题而言,由于轴向载荷形式较为复杂,问题将

归结为关于非线性偏微分方程组解的讨论,至今仍未能得到一个理论上的解析解,为此, 讨论了有

限长理想弹性直杆的此类动力屈曲问题, 采用小参数的摄动展开和变分法, 成功地得到了这一问

题的一个理论上的近似解,并给出了相应的算例 ,从中得到了一些有益的结论# 
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引   言

直杆动力屈曲问题的研究已有悠久的历史, 作为最常用的结构单元, 其屈曲问题一直受

到人们的广泛重视# 然而对这一问题的研究从数值分析方面看, 大都采用有限差分法, 在理

论分析方法上, 一般不考虑轴向惯性的影响, 也不计及剪切变形、转动惯性和大挠度效应,

而是假设直杆具有某种形式的初缺陷, 然后讨论杆中这些初缺陷在冲击载荷作用下被激发的

行为# 最常采用的方法是放大函数法, 然而放大函数法本身存在着一些固有的不足, 同时,

由于决定屈曲特性的是结构本身, 而不是初缺陷是否存在, 因此研究无初缺陷杆的动力屈曲

问题, 对于我们更准确地理解结构的冲击特性具有重要的意义# 

对于弹性杆受刚性块轴向撞击的动力屈曲问题而言,由于轴向载荷形式较为复杂,问题将

归结为关于非线性偏微分方程组解的讨论, 至今仍未能得到一个理论上的解析解# 为此,

Hayashi等[ 1~ 3]曾采用了有限差分法, 分别对 Bernoulli_Euler 梁及 Timoshenko 梁做了低速和

高速撞击的数值分析# 对同一类似问题, Ari_Gur[ 4]也于 1982年进行了有限差分计算,借助于

动态放大因子 DLF 的概念,提出了一个动力屈曲准则, 这一准则显然吸取了 B_R运动准则的

主要思想# 

本文讨论了长为 L 的理想弹性直杆的此类动力屈曲问题,采用小参数的摄动展开和变分

法,试图给出这一问题的一个理论上的渐近解# 

1  基本方程的推导

如图 1所示,考虑长为 L 的理想弹性直杆, 二端固定, 在杆一端一质量为 M 的刚性块以速

度 V撞击杆端, 计及横向和轴向惯性效应,假定杆在应力波传播的初期发生屈曲, 即认为杆屈
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曲时应力波在杆的另一端尚未发生反射,且刚性块和杆的冲击端保持接触,在此前提下讨论屈

曲时各有关参量的相互关系# 

图 1  理想弹性直杆

其中: Q为材料密度; E 为弹性模量; G 为剪切模

量; A 为杆的横截面积# 

杆变形后横截面仍为平面,如图 2所示# 

以 u( x , t )、W ( x , t )、W( x , t ) 分别表示轴向位移、

横向挠度和横截面转动角,则有 :

图 2  杆的变形单元

u ( x , z , t ) = u0( x , t ) - z W( x , t ) +

1
2Q

ct

x
W2( x , t )dx , (1)

其中: c
2
= E / Q为应力纵波波速, u 0( x , t ) 为整

个横截面的压缩位移, zW( x , t ) 为横截面转动造

成的轴向位移,
1
2Q

ct

x
W2( x , t )dx 为横向弯曲引起

的轴向位移,且由图易知 :

  C=
5W
5x - W# (2)

杆横截面上内力素分别为轴力 N ( x , t )、剪力 Q( x , t ) 和弯矩 M ( x , t ) , 其中 :

  N ( x , t ) = QQA
RdA = EQQA

uc( x , z , t ) dA , (3)

  Q ( x , t ) = KGQQA
C( x , t )dA , (4)

  M ( x , t ) = QQA
Rz dA = EQQA

uc( x , z , t ) z dA# (5)

( 4)式中 K 为与横截面形状有关的剪切变形系数,将( 1)、( 2) 二式代入(3) ~ (5) 有:

  N ( x , t ) = EA u
c
0( x , t ) -

1
2
W2( x , t ) = EAuc( x , t ) , (6)

其中: u ( x , t ) = u ( x , 0, t ) ;

  Q ( x , t ) = KGA [ Wc( x , t ) - W( x , t ) ] ; (7)

  M ( x , t ) = - EIWc( x , t ) , (8)

其中 I 为杆横截面的惯性矩# 

在小变形的前提下,取 sinWU W, cosWU 1, 并且计及轴向、横向和转动惯性,由图2中杆的

变形单元,可得杆的动力方程:

  QA &u =
5N
5 x -

5( QW)
5x , QA &W =

5Q
5 x +

5( NW)
5 x , QI&W= -

5M
5 x + Q# (9)

将动力方程化为以位移表示的形式,且注意到

  QQA
z dA = 0, QQA

z
2dA = I ,

有:
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&u =
E
Q
ud - K G

Q
[ ( Wc- W) W]c,

&W =
E
Q( ucW)c+ KG

Q ( Wd- Wc) ,

&W= E
Q
Wd+ KGA

IQ
( Wc- W)# 

(10)

对方程( 10)进行量纲一化,量纲为一的参数取为:

  r
2
=

I
A
, �x =

x
l 0
, �t =

ct
l 0
, �u =

u
l 0
, �W =

W
l 0

, l 0 =
M
QA

,

则方程的量纲一的形式为:

  

u
S
- �ud = - a

2
[ ( �Wc- �W)�W]c,

W
S
- ( �uc�W)c= a

2
( �Wc- �W)c,

�Wc- �W= Ea
- 2
( W
S
- �Wd) ,

(11)

其中: a
2
= KG / E , E= ( r / l 0)

2# 方程(11) 应满足初始条件和相应的边界条件 :

  
�u (0, 0) = 0, u

H
(0, 0) = �V = V / c,

�W (0, �t ) = �W (�L ,�t ) = �W(0,�t ) = �W(�L ,�t ) = 0, �W ( �x , 0) = 0,
(12)

其中 �L = L / l 0,对冲击体 M ,其量纲一化的动力方程为 :

  u
S
- �uc �x = 0 = 0# (13)

因此, 锤_杆类动力屈曲问题可归结为关于非线性偏微分方程组( 11)在相应的初_边界条

件下解的讨论# 

2  屈曲模态的确定

( 11)式是一个非线性偏微分方程组,无法得到其精确解, 然而我们注意到: E= ( r / l 0)
2
,

在一般情况下, 0 < E n 1, 为此,取 :

  

�u ( �x ,�t ) = �u 0(�x ,�t ) + E�u 1( �x ,�t ) + o ( E
2
) ,

�W ( �x ,�t ) = �W 0( �x ,�t ) + E�W 1( �x ,�t ) + o( E2) ,

�W(�x ,�t ) = �W0( �x ,�t ) + E�W1( �x ,�t ) + o( E2)# 

(14)

将 �u、�W、�W依小参数E摄动展开, 代入方程组(11) 在零阶近似的意义上, ( 11) 第一、三式

化为 :

  �W
c
0- �W0 = 0, &u

-

- �u
d
0 = 0# (15)

将 �u0、�W 0、�W0 仍用 �u、�W、�W表示,则方程组( 11) 可变为 :

  u
S
- �ud = 0, W

S
- [ �uc�Wd]c= E( W

S
- �Wd)d, �W= �Wc# (16)

其初_边界条件仍为( 12)所示# 

对于方程式( 16)第一式, 取 �u = f ( �x - �t ) ,结合(12) 式不难求得 :

  �u (�x ,�t ) =
�V [ 1 - e

(�x- �t )
]   (0 [ �x [ �t ) ,

0        (�t < �x [ �L )# 
(17)

将( 17)式代入式( 16)第二式, 可得:

  W
S
+ �Ve- �t ( e�x�Wc)c- E( W

S
- �Wd)d = 0 (18)

或
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  Q
�L

0
[ W

S
+ �V e- �t ( e�x�Wc)c- E( W

S
- �Wd)d]D�W d�x = 0# (19)

取

  �W ( �x ,�t ) = E
n

T n(�t ) 1 - cos
2 nP
�L
�x , (20)

不难验证,所给位移模式满足了杆二端固支的边界条件,代入式( 19)进行相应的变分运算可化

为:

Q
�L

0 E
n

&T n 1 - cos
2 nP
�L
�x + �V e- �t E

n

e�x
2nP
�L

sin
2nP
�L
�x

c

T n - E E
n

&T n
2nP
�L

2

cos
2nP
�L
�x +

    E
n

T n
2nP
�L

4

cos
2nP
�L
�x # E

n

1 - cos
2nP
�L
�x DT nd�x = 0# (21)

也即:

Q
�L

0
E
m

E
n

&T n 1- cos
2nP
�L
�x 1- cos

2mP
�L
�x DT m + �V e- �t E

m
E
n

e�x
2 nP
�L

sin
2 nP
�L
�x

c

T n @

    1- cos
2mP
�L
�x DT m - E E

m
E
n

&T n
2 nP
�L

2

cos
2nP
�L
�x 1- cos

2mP
�L
�x DTm +

    E
m

E
n

T n
2nP
�L

4

cos 2 nP
�L
�x 1 - cos 2mP

�L
�x DT m d�x = 0# (22)

利用三角函数的正交性, 并结合变分DT m 的任意性,可得方程(23) 式:

�L 1 +
2mP
�L

2

E &T m +
2mP
�L

2 2mP
�L

2

E�L - �V e- �t ( e�L - 1) T m + 2 E
m

n= 1

�L &T n = 0,

(23)

其中 m = 1, 2, ,, (23) 是由 m 个方程构成的变系数常微分方程组# 

当杆端冲击速度较低时, 杆的动力屈曲模态为低阶模态,为此,在式( 23)中取 m = 1, 此

时,式(23) 化为 :

  �L 3+
2P
�L

2

E &T +
2P
�L

2 2P
�L

2

E�L - �V e
-�t
( e
�L
- 1) T = 0# (24)

做变量代换 S= 1- e
- �t
代入(24) 式,并考虑到0 < E n 1, 略去方程中第二项内含小参数

E的项,但保留高阶导数中含 E的项,则有式 :

  (1 - S)
d2T

dS2
-

dT
dS

- K2T = 0, (25)

其中

  K2 = 2P
�L

2

( e�L - 1) �V �L 3+ 2P
�L

2

E > 0# 

在对方程( 25)进行求解之前,首先来讨论解的性质,为此, 取变量代换 T ( S) = �A/ 1 - S代

入式(25) ,有 :

  A
S
+

1 - 4K2( 1- S)
(1 - S) 2

�A= 0# (26)

由此式不难看出,由于 K2 > 0, (1- S) > 0, 它对应的是一个发散型的解, 确实表征着杆的屈

曲# 为求解(2) 式取 S
*
= 2K 1- S,式( 25) 化为 :

  d
2
T

dS* 2 +
1
S*

dT
dS*

- T = 0# ( 26)c

此为零阶虚宗量的 Bessel方程,其解是:
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  T ( S) = A 1I0(2K 1 - S) + A 2K0(2K 1 - S) , (27)

其中 I0、K0 为零阶变型的 Bessel函数,故此, 屈曲模态可用下式表示:

  �W ( �x ,�t ) = 1 - cos
2P
�L �x [ A 1I0(2Ke

- �t / 2
) + A 2K0(2Ke

-�t / 2
) ]# (28)

3  临界冲击参量的确定

在屈曲模态波形( 28)式中,仍有一常数尚未确定, 其值事实上就反映了屈曲发生时各临界

冲击参量的相互关系# 为确定常数 K的取值,将方程(24) 改写为如下形式 :

  &T + [ A2- K2e- �t ] T = 0   (0 [ �t [ �L ) , (29)

其中   A
2
=

2P
�L

4

E 3 +
2P
�L

2

E # 

在应力波未反射之前 ( 0 [ �t [ �L ) ,杆发生屈曲, 意味着方程对应的解为发散型, 这是因

为周期性振荡表征的并非屈曲运动,由此可得发生屈曲的临界条件为:

  A2 = K2e- �L (30)

或

  V =
4cQIP

2

ML [ 1 - e- QA L / M ]
# (31)

由上述分析不难得到以下一些主要结论:

发生屈曲的临界条件为( 31)式,同时由( 30)式知:

  K= Ae�L / 2, (32)

故此屈曲模态波形可由式( 27)求得:

  T (�t ) = A 1I0(2Ae
(�L- �t ) / 2

) + A 2K0(2Ae
(�L- �t) / 2

)# (33)

结合初始条件( 12) , 有:

  A 1I0(2Ae
�L / 2

) + A 2K0( 2Ae
�L / 2

) = 0# (34)

由此,模态波形是:

  �W ( �x ,�t ) = 1 - cos
2P
�L
�x [ K0( 2Ae

- �L / 2
) I0(2Ae

- (�L-�t ) / 2
) -

I0(2Ae
- �L / 2

)K0( 2Ae
(�L- �t ) / 2

) ]# (35)

图  3

下面就一矩形截面铝合金杆为例进行了数值

计算, 材料为 LY12铝合金, 横截面尺寸为 3185 @

10110 mm
2
, 杆长 L = 300 mm, Q= 2178 @ 10

- 3

g / mm3
, c = 5108 @ 106 mm/ s,图 3即为临界屈曲

曲线# 

由此不难看出当 M y 0时, V y ] , 而 M y

] 时, V y 0这与我们的直观想象是相同的# 同

时图 3的 V cr ~ M cr 曲线反映了此类动力屈曲问

题的这样一个特点, 即对某一长度的杆,杆的临界

屈曲质量可分为对临界冲击速度的敏感区和不敏

感区,在敏感区,冲击速度的微小变化都将导致杆的临界屈曲质量产生一个巨大的差异# 
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The Asymptotic Solution of a Dynamic Buckling

Problem in Elastic Columns

Han Qiang
1
,  Zhang Shanyuan

2
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( 11Depa r tm en t of Mechanics , College of T r af fi c and Comm un icat ions ,

South China Uni ver sit y of Techn ology , Guan gzhou 510641, P R China ;

21 Taiyuan Univ er sity of Technology , Taiyuan 030024, P R China )

Abstract: For the dynamic buckling of an elastic column, which is subjected to a longitudinal impact

by a rigid body, the form of the axial load is very complicated. The problem may be reduced to dis-

cuss the solution of nonlinear partial differential equations. So far, a theoretical solution may not be

obtained. In this paper, this dynamic buckling problem of an ideal elastic column with finite length is

discussed. By the perturbation method with a small parameter and the variational method, a solution

of this problem is given. Finally, numerical computation is carried out, from this, some beneficial

conclusions are obtained.

Key words: dynamic buckling; perturbation method; buckling mode
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