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摘要 :  给出了 Kuramoto_Sivashinsky方程吸收集半径的优化估计# 证明了, 当粘性系数趋向某临界

值时,吸收集半径将趋于零# 这与已有结果比更符合物理直观# 
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1  引言和主要定理

我们知道, 惯性流形是把无穷维系统约化为有穷维系统的有力工具# 但一般来说,惯性流

形的存在性和吸收性要求很强的谱条件# 这使得可获得的惯性流形的维数很大# 由于没有有

效的处理特大维动力学系统的方法,对约化后系统的动力学讨论仍然是很困难的# 这样,尽可

能降低惯性流形的维数是必要的,对于给定的系统, 惯性流形的维数主要由吸收集半径, 也就

是解的一致界决定# 解的估计越严格, 惯性流形的维数越低# 本文以 Kuramoto_Sivashinsky 方

程为例,在此方面作了些尝试# 作为内在不稳定性的典型模型, Kuramoto_Sivashinsky(K_S)方程

  ut + A$
2
u + $u + u ü = 0,

具有很多的物理背景:Kuramoto 和Tsuzuki
[ 1]
( 1975)在研究空间三维 Belousov_Zhabotinski型反应

扩散系统的角_相位湍流时导出此方程; Sivashinsky
[ 2]
( 1977)在研究空间二维层焰面的微热扩散

不稳定性时导出此方程; 此方程还在其他许多领域被导出(如见[ 3] )# 无论是物理背景还是

K_S 方程自身都显示出包括混沌的非平凡的时空动力学行为(如见[ 4, 5] ) # 深入研究 K_S方

程的动力学行为很有意义# 考虑一维K_S系统

  ut + Aux
4 + ux

2 + uux = 0   ( ( x , t ) I R @ R
+
, A> 0) , ( 1)

  u( x , t ) = u( x + 2P, t ) , ( 2)

  u( x , 0) = u0 ( x ) , u0 ( x ) = - u0 (- x ) , ( 3)

  Q
2P

0
u( x , t ) dx = 0, ( 4)

其中 , ux
i S 5 i

u

5xi , i = 1, 2, ,, A> 0是粘性系 数,应当指出, 当 A\1时, ( 1) ~ ( 4) 的所有解
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都将随时间的增加而趋于零,即 A= 1是参数临界值# 所以这里限制参数 A的范围为( 0, 1)# 

关于( 1) ~ ( 4)的解的估计已有一些结果(见[ 6, 7, 8] )# 但是在已有的估计中,当 Ay 1_时,吸

收集半径将趋于某大数, 这显然与当 A\1时吸收集半径为零的事实不符# 本文解决了这种

不相符性# 记 ÛL 2
per ( 0, 2P) , ÛH

1
per ( 0, 2P) 为通常的Sobolev空间, + # +为L

2
模# 本文的主要结

果为

定理  设( 3)中的初始条件满足 +u0 + [ r ,其相应的( 1) ~ ( 4) 的解记为 u( x , t ) , 则对

于 A I [ 01088, 1] 存在 t
*
( r ) > 0使得

  +u + [ Q0 , +ux + [ Q1   (当 t \ t
*
( r ) ) ,

其中

  Q0 S Q0 ( A) < 50 2A
- 1<

( 1- A)
/:
, ( 5)

  Q1 S min Q11 , Q12 , Q11 S 8 1+ P
6
Q0

3A

1:

Q0 , Q12 S max
7
A

0=

Q
5=
0 ,  7

2A
3

/>

Q0 # 

( 6)

也就是说,球

  u I ÛH 1
per ( 0, 2P) : +u + [ Q0 , +ux + [ Q1 ,

是K_S方程的吸收集# 

2  定理的证明

定理的证明包括若干引理,首先,解释一下所用方法的抽象框架# 在方程( 1)中,令

  u( x , t ) = v ( x , t ) + U( x ) , ( 7)

其中  U( x ) 是一个适当选取的 2P周期的奇函数,方程( 1) 变为

  vt + Avx4 + ux
2 + Uv x + vUx = - [ AUx

4 + Ux
2 + UUx ]# ( 8)

记( 8)的右端为 5 ( x ) 并用 v 对( 8) 在 ÛL 2
per ( 0, 2P) 中作内积, 得

  1
2

d
dt

+v +2
+ A+v x

2 + 2
- +vx +2

+
1
2Q

2P

0
Uxv

2
dx = Q

2P

0
5vdx# ( 9)

如果将 v ( x , t ) 写成付立叶( Fourier) 级数的形式(考虑条件( 9) ( 10) )

  v ( x , t ) = E
]

k= 1
ak ( t ) sinkx# ( 10)

则据付立叶( Fourier)级数的正交性易得

  +v + 2
= PE

]

k= 1

a
2
k ,  +vxi +2

= PE
]

k= 1

k
2 i
a
2
k ( i = 1, 2, ,)# ( 11)

这样, ( 9)成为

  1
2

d
dt +v +

2
+ PE

]

k= 1
k
2
( Ak

2
- 1) a

2
k +

1
2Q

2P

0
Uxv

2
dx = Q

2P

0
5( x ) vdx# ( 12)

又由于

  +u + [ +v + + +U+# ( 13)

所以通过适当选取 U( x ) 可以得到 +v +的一致估计, 从而得到 +u +的一致估计# 
引理 1  令( 3)中的 u0 ( x ) 满足 +u0 + [ r , 相应的( 1) ~ ( 4) 的解为 u( x , t )# 则存在

t
*
1 ( r ) > 0使得

  +u + [ Q01   当 t \ t
*
1 ( r ) 和 A I 5

17
, 1 ,
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其中

  Q01 = 4 P( 1 - A) 1 + 4
2
B1
SQR

( 1- 4A)
2

17A- 5
+

( 1 - A)
2

261A- 21
, ( 14)

  B1 = min
AI ( 5/ 17, 1)

1- A, 17A- 5, 36( 5A- 1) , 261A- 21 # ( 15)

且SQR表示平方根# 

证明  取 U( x ) = - 4( 1- A) sin2x , 即 Ux = - 8( 1 - A) cos2x ,则据( 12) ,基本运算可得

  1
2P

d
dt

+v +2
+ E

]

k= 1

k
2
( Ak

2
- 1) a

2
k + 2( 1 - A) a

2
1 - 4( 1- A) E

]

j= 1

ajaj+ 2 =

      - 8( 2- 8A) ( 1- A) a2 + 16( 1 - A)
2
a4 , ( 16)

  1
2P

d
dt

+v +2
+ ( 1 - A) a

2
1 + E

]

k= 2

k
2
( Ak

2
- 1) a

2
k - 4( 1- A) a1 a3 -

      4( 1 - A) E
]

j= 2
aj aj+ 2 = - 16( 1- 4A) ( 1- A) a2 + 16( 1 - A)

2
a4 # ( 17)

据柯西不等式

  4( 1- A) a1 a3 [ 1 - A
2

a
2
1 + 8( 1 - A) a

2
3 ,

  4( 1- A) E
]

j = 2
ajaj+ 2 [ ( 1- A) E

]

j= 2
a
2
j + 4( 1- A) E

]

j = 4
a
2
j =

      ( 1- A) ( a
2
2 + a

2
3 ) + 5( 1- A) E

]

j= 4

a
2
j # 

所以据( 17)得

  1
2P

d
dt

+v +2
+
1 - A
2

a
2
1 + ( 17A- 5) a

2
2 + 18( 5A- 1) a

2
3 + ( 261A- 21) E

]

j = 4
a
2
j [

      16( 4A- 1) ( 1 - A) | a2 | + 16( 1 - A)
2
| a4 | ,

  1
P

d
dt

+v +2
+ ( 1- A) a

2
1 + ( 17A- 5) a

2
2 + 36( 5A- 1) a

2
3 + ( 261A- 21) E

]

j = 4

a
2
j [

      16
2
( 1- A) 2

( 4A- 1)
2

17A- 5
+

( 1- A)
2

261A- 21
# ( 18)

令

  B1 = min 1 - A, 17A- 5, 36( 5A- 1) , 261A- 21 # ( 19)

显然, B1 > 0只要 A I ( 5/ 17, 1) ,现据( 18)

  d
dt

+v +2
+ B1 +v +2 [ P16

2
( 1- A)

2 ( 4A- 1)
2

17A- 5
+

( 1 - A)
2

261A- 21
# ( 20)

据Gronwall不等式, 存在 t
*
1 ( r ) > 0使得

  +v + [ 16( 1 - A)
2P
B1
SQR

( 4A- 1)
2

17A- 5
+

( 1 - A)
2

261A- 21
  (当 t \ t

*
1 ) , ( 21)

另一方面,根据 U( x ) 的选择有

  +U+ = 4 P( 1 - A)# ( 22)

结合( 21) ( 22) ( 13) ,引理 1证毕# 
类似地,通过 U( x ) 的不同选取和更复杂的运算, 可得不同参数区间上的其他四个引理

(引理 2_5) ,为简洁起见, 略去证明细节# 
引理 2  令( 3)中的 u0 ( x ) 满足 + u0 + [ r , 相应的( 1) ~ ( 4) 的解为 u( x , t ) , 则存在
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t
*
2 ( r ) > 0使得

  +u + [ Q02   (当 t \ t
*
2 和 A I ( 011717, 1) ) ,

其中

  Q02 = 2 5P( 1- A) + 8( 1- A) 2P
B2
SQR ( 7A- 1)

2
+ ( 1- A)

2

2418A- 66
+

36( 7A- 1) ( 11A- 1)
2

1791A
2
- 360A+ 9

+
9( 7A- 1) ( 1- A)

2

9127A
2
- 1604A+ 37

, ( 23)

  B2 = min
AI ( 01 1717, 1)

1- A, 7A- 1, 4( 41A- 5) ,
1791A

2
- 360A+ 9
7A- 1

, 2( 642A- 42) ,

9127A
2
- 1604A+ 37
7A- 1 , 2418A- 66 # ( 24)

证明  如果取 U( x ) = - 4( 1- A) sin2x - 2( 1 - A) sin4x 则可得( 23)# ( Q. E. D)

引理 3  令( 3)中的 u0 ( x ) 满足 + u0 + [ r , 相应的( 1) ~ ( 4) 的解为 u( x , t ) , 则存在

t
*
3 ( r ) > 0使得

  +u + [ Q03   (当 t \ t
*
3 和 A I ( 012529, 1) ,

其中

  Q03 = 2 P+ 8( 4A- 1)
2P
B3
SQR

124A- 7
1984A

2
- 608A+ 27)

, ( 25)

  B3 = min
AI ( 01 2529, 1)

A, 8A- 2,
2( 73A

2
- 7A- 2)
A

,
1984A

2
- 608A+ 2
8A- 2

# ( 26)

证明  如果取 U( x ) = - 2sin2x 则可得( 25) # (Q. E. D)

注211  引理 1 和引理 2 中的 U( x ) 都只含有一项, 但它们导致不同的结果# 我们这样做, 是为了使

ÛL 2
per ( 0, 2P) 中的吸收集半径尽可能的小(见( 31) )# 类似情况也出现在引理3 和引理 4中# 但是, 要想在所有

可能的 U( x ) 的选取中取得一致估计的最小值, 是不可能的# 事实上,这样的最小估计的存在性是未知的# 
也许这里获得的估计不是最优的,但却是令人满意的(见( 31) ) # 

引理 4  令( 3)中的 u0 ( x ) 满足 + u0 + [ r , 相应的( 1) ~ ( 4) 的解为 u( x , t ) , 则存在

t
*
4 ( r ) > 0使得

  +u + [ Q04   (当 t \ t
*
4 和 A I ( 011434, 1) ,

其中

  Q04 = 3 5P+ SQR
2P
B4

72( 16A- 1)
2
+

288( 7 - 64A)
2
( 16A- 1)

6896A
2
- 799A- 49

+

2( 16A- 1) ( 9A- 1) 54
2

36158A
3
- 7184A

2
+ 3310A+ 17

+
648( 9A- 1)

42489A
2
- 5522A+ 73

, ( 27)

  B4 = min
AI ( 01 1434, 1)

A+ 2, 16A- 1
2

, 9( 9A- 1) , 6896A
2
- 799A- 49
32A- 2

,

10521A
3
+ 19342A

2
- 3205A+ 116

( A+ 2) ( 9A- 1)
,
42489A

2
- 5522A+ 73
18A- 2

,

361584A
2
- 71847A

2
+ 3310A+ 17

2( 16A- 1) ( 9A- 1)
# ( 28)

证明  若取 U( x ) = - 6sin2x - 3sin4x 则可得( 27) # (Q. E. D)

引理 5  令( 3)中的 u0 ( x ) 满足 + u0 + [ r , 相应的( 1) ~ ( 4) 的解为 u( x , t ) , 则存在

t
*
5 ( r ) > 0使得
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  +u + [ Q05  (当 t \ t
*
5 和 A I [ 01088, 1) ) ,

其中

  Q05 = 20 P
1
4
+

1
36

+
1
16

+
2P
B5
SQR

W
2
2

G2
+
W
2
4

G4
+
W
2
6

G6
+
W
2
8

G8
+
W
2
10 + W

2
12

G10
, ( 29)

  B5 = min
AI ( 01 088,1)

2G1 , G2 , 2G3 , G4 , 2G5 , G6 , 2G7 , G8 , 2G9 , G10 , ( 30)

  G1 =
A+ 4
2

,  G2 =
16A+ 1

2
,  G3 =

81A- 4
2

,

  G4 = 8( 16A- 1) ,  G5 = 497A- 17-
250

3( 81A- 4)
,

  G6 = 1168A- 28-
75

16A+ 1 -
125

24( 16A- 1) ,

  G7 = 2273A- 41-
50
A+ 4

-
125

48( 16A- 1)
,

  G8 = 3968A- 56-
150

16A+ 1
-

625
48( 16A- 1)

,

  G9 = 6433A- 73-
250

81A- 4
-

625
48( 16A- 1)

,

  G10 = 9872A- 92-
1375

48( 16A- 1)
,

  W2 =
80
3
( 1+ 6A) ,  W4 =

20
3
( 17 - 192A) ,

  W6 = 270( 16A- 1) ,  W8 =
550
3
,  W10 =

250
3
,  W12 =

100
3

# 

证明  若取 U( x ) = - 10sin2x - 5sin4x -
10
3 sin6x 则可得( 29) # ( Q. E. D)

综上引理, 若在各公共参数区间上取 Q0i ( i = 1, 2, ,, 5) 的最小值为 Q0 ,即

  Q0 ( A) =

min( Q01 , Q03 )   A I 5
17
, 1 ,

min( Q02 , Q03 )   A I 012529, 5
17

,

min( Q02 , Q04 )   ( A I ( 011717, 012529) ) ,
Q04   ( A I [ 011434, 011717] ) ,

Q05   ( A I [ 01088, 011434] )# 
则借助计算机运算, 可得

  Q0 ( A) < 50 2( 1 - A)
/:
A
- 1<

  (当 A I [ 01088, 1] 和 t \ t
*
0 ) , ( 31)

其中  t
*
0 = max t

*
1 , t

*
2 , t

*
3 , t

*
4 , t

*
5 # 这样, 证明了定理的前半部分# 

注 212 ( 31)中的因子 ( 1- A) /: 是保证对不靠近零的 A,相应的 Q0( A) 较小的关键# 它还保证, 当 A y

1_时, Q0 ( A) y 0# 

定理第二部分的证明分两步,即引理 6和引理 7# 事实上,它们是两种不同方法获得的不

同结果# 为优化估计,取它们的最小值# 首先给出如下要用的命题# 

命题 1  设 u I ÛH 1
per ( 0, 2P) ,则 +u + L

] [ P
3

+ ux +# 进一步,若 u( x , t ) = - u(- x ,
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t ) (或 u( x , t ) = u (- x , t ) )

则

  +u +L
] [ P

6 + ux +# ( 32)

证明  将 u( x , t ) 展开成付立叶级数形式

  u( x , t ) = E
]

k= 1

( ak ( t ) sinkx + bk ( t ) coskx ) # 

据Minkowskin不等式

  +u +L
] [ E

]

k= 1

( | ak | + | bk | ) [ PE
]

k= 1

( | ak | + | bk |
2
k
2 /: 1

P E
]

k= 1

k
2

/:

[

P
6

2PE
]

k= 1

( a
2
k + b

2
k ) k

2 /:
=

P
3

+ux +# 

如 u ( x , t ) = - u(- x , t ) 则 bk = 0,故( 32) 成立# 命题得证# ( Q. E. D)

引理 6  设 u0 ( x ) I u: +u + [ Q0 < ÛL 2
per ( 0, 2P) ,其相应的( 1) ~ ( 4) 的解为 u ( x , t ) ,

则存在 t
*
6 ( Q0 ) > 0使得

  +ux + [ Q11 = 8 1+
P
6
Q0

3A

1:

Q0   (当 t \ t
*
6 )# ( 33)

证明  上述引理说明 +u + [ Q0 < ÛL 2
per ( 0, 2P) 是不变集# 也就是说,如果 +u0 + [

Q0则 + u( t ) + [ Q0 , t \ 0# 以 ux
2 与( 1) 式作内积并考虑到边界条件,可得

  1
2

d
dt

+ux +2
+ A+ux

3 +2 [ + ux
2 +2

+ Q
2P

0
uuxux

2 dx [

+ ux
2 +2

+ | u | L
] +ux + +ux

2 + [ (按( 33) ) [

+ ux
2 +2

+
P
6

+ ux +2 +ux
2 +# ( 34)

据内插不等式

  +ux +2 [ +u + +ux2 + , +ux2 + 2 [ + ux + +ux3 + ,

有

  1
2

d
dt

+ux +2
+ A+ux

3 +2 [ 1 + P
6

+u + +u + 0; + ux
3 + 2; # ( 35)

据Cauchy不等式

  1 +
P
6 +u + +u + 0; +ux

3 + 2; [ A
2

+ ux
5 +2

+
16

27A
2 1+

P
6 + u +

3

+ u +2
,

( 36)

将( 36)带入( 35)并注意到 +u + [ Q0

  d
dt

+ux +2
+ A+ux

3 +2 [ 32

27A
2 1+

P
6 Q0

3

Q
2
0 ,

  d
dt

+ux +2
+ A+ux +2 [ 32

27A
2 1+

P
6
Q0

3

Q
2
0 , ( 37)

这里用到了 +ux + [ +ux
3 +# 对( 37) 式使用 Gronwall不等式,则引理得证# (Q. E. D)

引理 7  设 u0 ( x ) I u: + u + [ Q0 < ÛL 2
per ( 0, 2P) ,其相应的( 1) ~ ( 4) 的解为u( x , t )# 
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则

  +ux + [ Q12 S max
7
A

0=

Q
5=
0 ,

2

A
3

/>

Q0 # ( 38)

证明  不失一般性, 设 +u + > 0# 事实上,若有时刻 t > 0使 +u + = 0则 u是 K_S方

程的平凡解# 由( 34)我们有

  1
2

d
dt

+ux +2
+ A+ux

3 +2 [ + ux
2 +2

+ | u | L
] +ux + +ux

2 +# ( 39)

现在对( 39)使用如下一维Agmog 不等式而不是命题 1,

  | u | L
] [ +u + /: +ux + /:

, ( 40)

则

  1
2

d
dt

+ux +2
+ A+ux

3 +2 [ + ux
2 +2

+ +u + /: +ux + 1: +ux
2 +# ( 41)

据内插不等式有

  +ux + [ + u + /: +ux
2 + /: [ +u + /: + ux + /< +ux

3 + /<
,

  +ux + [ + u + 0; +ux
2 + /;

, ( 42)

  +ux
2 + [ +u + /; +ux

3 + 0; # ( 43)

将( 42) ( 43)代入( 41)得

  1
2

d
dt

+ux +2
+ A+ux

3 +2 [ + u +2/ 3 +ux
3 +4/ 3

+ +u + 11/ 6 +ux
3 +7/ 6# ( 44)

再次使用 Cauchy不等式得

  +u + 0; + ux
3 + 2; [ 2

3
A+ux

3 +2
+

1

3A
2 +u +2

, ( 45)

故

  1
2

d
dt

+ux +2
+

A
3

+ux
3 +2

-
1

3A
2 +u +2

- + u +11/ 6 + ux
5 +7/6 [ 0# ( 46)

现令

  f ( y ) =
A
3
y -

1

3A
2 +u +2

- + u +11/6
y
7/ 12

, ( 47)

则易见,若

  y \ y0 S 7
4A

12/ 5

+u +22/ 6# ( 48)

则 f ( y ) 递增# 令一方面,由于

  +ux +
6

[ +u +
3

+ux
2 +

3
[ +u +

3
+ux +

1:
+ux

3 +
3/ 2

# 

所以

  +ux
3 + 2 \

+ux +6

+u +4 , ( 49)

亦即,只要

  +ux + \ 7
4A

0=

+u
5= +# ( 50)

则

  +ux
3 +

2
\

+ux +
6

+u +4 \ y 0# ( 51)
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显然,若

  +ux + \ 7
A

0=

+ u + 5= # ( 52)

则( 50)仍然成立# 这样若( 52)成立,则

  f
+ux +6

+ u +4 =
A
3

+ux +6

+u +4 -
1

3A
2 +u + 2

- +u +11/ 6 +ux +7/ 2

+ u +7/ 3 =

A
3

+ux +6

+u +4 -
1

3A
2 +u + 2

-
+ux +7/ 2

+u + 1/ 2 \

A
3

+ux +6

+u +4 -
1
3A

2 +u + 2
-

+ux +6

+u +1/2
A

7+u +7/ 2 ,

即

  f
+ux +6

+ u +4 \ 4A
21

+ux +6

+u +4 -
+u + 2

3A
2 # ( 53)

若( 52)之外, u 还满足

  +ux +2 \ 2

A
3

1/ 6

+u +, ( 54)

则

  f
+ux +6

+ u +4 \ 1
42A

+ux +2# ( 55)

据 f ( y ) 的单调性和( 46) ,只要( 52) 和( 54) 成立,则

  1
2

d
dt

+ux +2
+

1
42A

+ux +2 [ 0# ( 56)

( 56)表明,只要( 52)和( 54)成立,则 +ux +将指数衰减# 如此引理得证# ( Q. E. D)

注 213 引理 6 和引理 7表明 u: + ux + [ min( Q11 , Q12 ) 是 ÛH 2
per ( 0, 2P) 中的吸收集# 

据引理6~ 7,若令 t
*
= t

*
0 + t

*
6 则( 33) ( 38) 证明了定理的后半部分# 

注 21 4 在上述一致估计基础之上, K_S 方程惯性流形的维数将比以前的结果低得多# 文 [ 9]已证,存在

N 0 , 对任意 N \ N 0, K_S 方程存在唯一的 N 维惯性流形,其中, N 0 满足

  
4Q1 e

- 1/2

A(N + 1) 2
+

16
3

P
6

Q21 e
- 1/4

A(N + 1) 3 [ b ,

  A
2( 1+ l)

[ ( N + 1) 4 - N 4 ] - ( 1+ 2L) N 2 + 4( 1+ L)
P
6
Q1N -

   ( 1 + 2L ) ( N + 1) 2 + 4( 1 + L )
P
6
(N + 1) > 0# 

其中  b, l I ( 0, 1] , L > 1 已知# 

致谢  作者深切感谢姜礼尚教授的鼓励和指导!
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On Radii of Absorbing Sets for

Kuramoto_Sivashinsky Equation

Wang Guanxiang
1
,  Liu Zengrong2

( 11Depar tm en t of Ma them atics , Peking Univer sity , Beijing 100871, P R Chin a ;

21Depa rtm ent of Mathema tics , Shan gha i Univer sity , Shanghai 201800, P R China )

Abstract: In this article sharper estimates on the radii of absorbing sets for the Kuramoto_sivashinsky

equation are given. It is proved that radii of absorbing sets will decay to zero as the coefficient of vis-

cosity tends to a certain critical value, which is more reasonable in the physical sence compared with

classical results.

Key words: K_S equation; uniform estimate; absorbing set
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