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疲劳可靠性设计中的 C_p_S a_Sm_N 曲面

理论与二维可靠性 Miner公式
X

熊峻江,  武哲,  高镇同

(北京航空航天大学 固体力学研究所, 北京 100083)

(王彪推荐)

摘要:  首先提出了 C_p_Sa_Sm_N (置信度 _可靠度 _应力幅值_应力均值 _疲劳寿命) 曲面概念; 然

后导出了 p_Sa_Sm_N 曲面和C_p_Sa_Sm_N 曲面的极大似然估计式; 并给出了指定寿命下的疲劳强度

概率分布和二维可靠性Miner 公式,最后, 给出了应用实例# 
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引   言

为了计算具有可靠度的疲劳裂纹形成寿命 ) ) ) 安全裂纹形成寿命,和进行耐久性设计的

损伤度评估,必须采用具有可靠度的二维概率Miner 累积损伤理论
[ 1, 2]

,文献[ 3]给出了二维概

率Miner公式使用的 p_Sa_Sm_N 曲面及其拟合法# 由于 p_Sa_Sm_N 曲面是根据小子样或极小子

样的数据信息统计推断而得,这样势必导致估计、推断出的结果与母体真值发生偏差, 为保证

安全,必须考虑 p_Sa_Sm_N曲面的置信度, 使估算出的疲劳寿命安全和可靠
[ 1, 4, 5]# 为此,本文在

进一步研究 p_Sa_Sm_N 曲面和疲劳强度概率分布的基础上, 研究了具有可靠度与置信度的

Sa_Sm_N 曲面,即 C_p_Sa_Sm_N 曲面, 并给出了通过 C_p_Sa_Sm_N 曲面, 估算具有可靠度与置信度

的疲劳寿命的二维可靠性 Miner公式# 

1  p_Sa_Sm_N 曲面

Sa_Sm_N 曲面公式
[ 3]
为

  N = C
Rb

Rb - Sm

Sa - S0

m

,

式中 C, m, S0为材料常数, Rb 为材料拉伸强度极限# 对上式两边取对数,得 Y = bX + a ,式中

Y = lgN ( Sa , Sm ) , X = lg
Rb

Rb - Sm
Sa - S0 , b = m , a = lgC# 由于疲劳寿命存在分散性,常采
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用数学模型 Yi = a + bX i + Ei ( Sa , Sm ) 回归观测数据( x i , yi ) , ( i = 1, 2, ,, n) , Ei ( Sa , Sm ) ~

N [ 0, R
2
i ( Sa , Sm ) ] , 且 cov[ Ei ( Sa , Sm ) , Ej ( Sa , Sm) ] = 0, i X j , 即 Ei ( S a , Sm ) 和 Ej ( Sa , Sm ) 相互

独立# 因而, Yi ~ N [ a + bX , R
2
i ( Sa , Sm ) ]# 研究发现:试样疲劳寿命分散性与应力水平有一

定的关系, 通常假定标准差 Ri ( Sa , Sm ) 与对数应力水平 lg
Rb

Rb - Sm
Sa - S0 成线性关系

[ 1, 6~ 8]
,

即 Ri ( Sa , Sm ) = e + d # lg
Rb

Rb - Sm

Sa - S0 , 于是, Yi 概率密度函数为

  f ( yi ) =
1

2PRi ( Sa , Sm )
# exp -

1

2R
2
i ( Sa , Sm )

( yi - a - bxi )
2

# 

对数似然函数:

  lnL ( b 1 , b2 , R0 , S0 , d) = -
n
2

# ln( 2P) - E
n

i= 1
lnRi ( Sa , Sm ) - E

n

i = 1

( yi - a - bx i )
2

2R
2
i ( Sa , Sm )

# 

根据极大似然原理得到

  a = �Y - b�X ,  b = Lxy / Lxx ,  R = Lxy / LxxLyy , ( 1)

式中   m1 = E
n

i= 1

1

R
2
i ( Sa , Sm )

,  �X =
1
m1

E
n

i= 1

x i

R
2
i ( Sa , Sm )

,  �Y =
1
m 1

E
n

i= 1

yi

R
2
i ( Sa , Sm)

,

  Lxx = E
n

i= 1

x
2
i

R
2
i ( Sa , Sm )

-
1
m1

E
n

i= 1

x i

R
2
i ( Sa , Sm )

2

,

  Lyy = E
n

i= 1

y
2
i

R
2
i ( Sa , Sm )

-
1
m1

E
n

i= 1

yi

R
2
i ( Sa , Sm )

2

,

  Lxy = E
n

i= 1

x iy i

R
2
i ( Sa , Sm )

-
1
m1

E
n

i= 1

x i

R
2
i ( Sa , Sm ) E

n

i= 1

yi

R
2
i ( Sa , Sm)

# 

从式( 1)可以看出, a, b为S0的函数,通过线性相关系数优化计算可确定出 S0# 根据前面所述

由 Yi ~ N [ a + bX , R
2
i ( Sa , Sm ) ] 可知, yp = �y + up R̂( Sa , Sm) ,经变换得到

  N = 10
( u

p
e ) # C

Rb
Rb - Sm

Sa - S 0

m

#
Rb

Rb - Sm
Sa

( u
p
d)

( 2)

上式即为 p_Sa_Sm_N 曲面估计式# 

对于给定疲劳寿命 N ,由式( 2) 可得

  up =
lgN - lgC - m # lg[ RbSa / ( Rb - Sm) - S 0 ]

e + d # lg[ RbSa / ( Rb - Sm ) - S0 ]

此时疲劳强度分布函数为

  P( Sa , Sm | N ) = Q
+ ]

u
p

1

2P
exp x

2
dx

那么疲劳强度密度函数为

g ( Sa , Sm | N ) =
1

R
5
( Sa , Sm )

#exp -
[ lgN - L( Sa , Sm ) ]

2

2R
2
( Sa , Sm )

# R( Sa , Sm ) [ L
c
a R

c
m + L

c
m R

c
a ] #

   R
2
( Sa , Sm ) - [ lgN - L( Sa , Sm) ]

2
+ [ lgN - L( Sa , Sm ) ] R

c
aR

c
m #

   2R
2
( Sa , Sm ) [ lgN - L( Sa , Sm ) ]

2
- R

6
( Sa , Sm ) L

c
aL

c
mL

d
am [ lgN - L( Sa , Sm) ] ,

式中   L
c
a =

5 L( Sa , Sm )

5Sa

=
mCRbSa

Rb - Sm

RbSa

Rb - Sm

- S0

( m- 1)

,

  R
c
a =

5R( Sa , Sm)
5Sa

= e + d [ Sa # ln10]
- 1

,
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  L
c
m =

5 L( Sa , Sm )

5Sm

=
mCRbSa

( Rb - Sm )
2

RbSa

Rb - Sm

- S0

( m- 1)

,

  R
c
m =

5R( Sa , Sm )

5 Sm
= e + d [ ( Rb - Sm ) # ln10]

- 1
,  Rd

am = 0 ,

  L
d
am =

52 L( Sa , Sm)

5Sa5Sm
=

m( m - 1) CR
2
bSa

( Rb - Sm )
3

RbSa

Rb - Sm
- S0

( m- 2)

+

mCRb
( Rb - Sm )

2
RbSa

Rb - Sm
- S0

( m- 1)

# 

2  C_p_Sa_Sm_N 曲面

令随机变量 Y( Sa , Sm) = lgN ( Sa , Sm ) , N ( Sa , Sm ) 为指定应力水平( Sa , Sm) 下疲劳寿命,

那么 Y ( Sa , Sm ) ~ N [ L( Sa , Sm ) , R
2
( Sa , Sm ) ] ,于是, 对于正态母体 N [ L( Sa , Sm) , R

2
( Sa , Sm ) ]

的一组观测值 y 1 ( Sa , Sm ) , y 2 ( Sa , Sm ) , ,, yn ( Sa , Sm ) , 其均值 �y ( Sa , Sm ) 和标准差 s( Sa , Sm )

分别为

  �y ( Sa , Sm ) =
1
n E

n

i = 1

y i ( Sa , Sm ) ,  s ( Sa , Sm ) =
E
n

i= 1

[ yi ( Sa , Sm ) - �y ( Sa , Sm ) ]
2

n - 1
,

母体 p 分位值的估计值为ŷ p ( Sa , Sm ) = �y ( Sa , Sm ) + up R̂( Sa , Sm ) ,其中 R̂( Sa , Sm ) = Bs( Sa ,

Sm ) , B为标准差 s( Sa , Sm ) 的无偏修正系数
[ 1]# 由于均值 �Y ( Sa , Sm ) 和标准差 s( Sa , Sm) 均为

随机变量, 则 N( Sa , Sm ) = �Y ( S a , Sm ) + upBs ( Sa , Sm ) 为随机变量, 且近似遵循正态分布

N [ E( N) , D ( N) ]# 根据统计理论可知# 

  E[�Y ( Sa , Sm ) ] = L( Sa , Sm) ,  E[ Bs( Sa , Sm ) ] = R( Sa , Sm ) ,

  D [�Y( Sa , Sm ) ] = R
2
( Sa , Sm) / n,  D [ s ( Sa , Sm ) ] = R

2
( Sa , Sm ) ( 1- 1/ B

2
) ,

于是,可推得

  E[ N( Sa , Sm ) ] = L( Sa , Sm ) + upR( Sa , Sm ) ,

  D [ N( Sa , Sm ) ] = D [�Y ( Sa , Sm ) ] + u
2
pB

2
D [ s ( Sa , Sm ) ] =

R
2
( Sa , Sm)

n
+ u

2
p ( B

2
- 1) ( R

2
( Sa , Sm ) # 

由上面二式可得标准正态变量

  U =
N( Sa , Sm ) - E [ N( Sa , Sm ) ]

D [ N( S a , Sm ) ]
=

[�y ( Sa , Sm ) + upBs ( Sa , Sm ) ] - [ L( Sa , Sm ) + upR( Sa , Sm) ]

R( Sa , Sm ) 1/ n + u
2
p ( B

2
- 1)

# 

根据统计知识又知 V
2
/ T= s

2
( Sa , Sm ) / R

2
( Sa , Sm ) ,且 U与 V

2
基本互相独立, 那么,由上公式

可得 t 统计量为

  t =
U

V
2
/ T

=
[�y ( Sa , Sm ) + upBs( Sa , Sm ) ] - [ L( Sa , Sm) + upR( S a , Sm ) ]

s( Sa , Sm ) 1/ n + u
2
p ( B

2
- 1)

, ( 3)

设 tC为 t 分布的 C分位值, 即 P t < tC = C,将式( 3) 代入该式,可推出

  P [�y ( Sa , Sm) + upBs( Sa , Sm ) ] - tCs ( Sa , Sm ) 1/ n + u
2
p ( B

2
- 1) <

     [ L( Sa , Sm ) + upR( Sa , Sm ) ] = C,
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在给定置信度 C和疲劳强度( Sa , Sm ) 下,可靠度 p 对应的对数疲劳寿命单侧置信下限为

  LpC( Sa , Sm ) = [�y ( Sa , Sm ) + upBs ( Sa , Sm ) ] - tCs( Sa , Sm) 1/ n + u
2
p ( B

2
- 1)

也可写成

  LpC( Sa , Sm) = [�y ( Sa , Sm ) + up R̂( Sa , Sm ) ] - tCR̂( Sa , Sm) 1/ ( nB
2
) + u

2
p ( 1- 1/ B

2
)

再对上式进行变换, 可得

N pC = C # 10
e [ u

p
- t

C
1/ nB2+ u

2

p
( 1- 1/ B2) ] #

Rb
Rb - Sm

Sa - S0

m
Rb

Rb - Sm

Sa

[ d- t
C

1/ nB2+ u
2

p
( 1- 1/ B2) ]

( 4)

此式即为 C_p_Sa_Sm_N 曲面估计式# 此时, 具有可靠度与置信度二维 Miner公式的表达式为

  T # E
n

i= 1

n i ( Sa , Sm )

NCpi ( Sa , Sm )
= 1,

或    T #Q
( S

m
)
max

( S
m
)
min
Q

( S
a
)
max

0

nT # f ( Sa , Sm )

NCp ( Sa , Sm )
dSa dSm = 1# 

将式( 4)代入上二式可分别得到

  T # E
n

i= 1

n( Sai , Smi ) C # 10
e[ u

p
- t

C
1/ nB2+ u

2

p
(1- 1/ B2) ] #

Rb
Rb - Smi

Sai - S0

m

#

     
Rb

Rb - Smi

Sai

[ d- t
C

1/ nB2+ u
2

p
(1- 1/ B2) ]

= 1,

  T #

Q
( S

m
)
max

( S
m
)
min
Q

( S
a
)
max

0
nT # f ( Sa , Sm ) C # 10

e [ u
p
- t

C
1/ nB2+ u

2
p
( 1- 1/ B2) ] #

Rb
Rb - Sm

Sa - S0

m

#

     
Rb

Rb - Sm
Sa

[ d- t
C

1/ nB2+ u
2
p
( 1- 1/ B2 ) ]

dSa dSm = 1,

式中 n i ( Sa , Sm) 代表第 i 级应力水平( Sa , Sm ) 即( Sai , Smi ) 的循环数; NCpi ( Sa , Sm ) 表示第 i级

应力水平( Sa , Sm ) 单独作用下置信度 C、可靠度 p 对应的破坏循环数; f ( Sa , Sm ) 为二元随机变

量( Sa , Sm) 的概率密度函数; NCp ( Sa , Sm ) 为应力水平( Sa , Sm ) 单独作用下置信度 C、可靠度 p

对应的破坏循坏数# 这里本文将估算具有可靠度与置信度疲劳寿命的二维Miner公式称为二

维可靠性Miner 公式# 

3  实   例

今已知LY12CZ 材料在应力集中系数 K t = 215下的疲劳试验数据如表 1所示# 

采用本文方法估计出 R̂( Sa , Sm ) 为

  R̂( Sa , Sm ) = 01664 32 - 01278 88 @ lg
640 @ Sa

640- Sm

99%_Sa_Sm_N 曲面估计式为

  N = 11 749162 @
640 @ Sa

640- Sm
- 25139

- 1173

@
640 @ Sa

640 - Sm

01648 7

95%_99%_S a_Sm_N 曲面估计式为
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  N = 1 371158 @
640 @ Sa

640- Sm

- 25139
- 1173

@
640 @ Sa

640- Sm

11040 3

表 1 疲劳试验结果

应力水平( Sa , Sm ) ,单位:MPa

(151, 49) ( 101, 49) ( 71, 49) ( 120, 90) ( 121, 49) ( 81, 49) ( 66, 49) (80, 90) (60, 90) (50, 90)

各自应力水平对应的疲劳寿命 N ,单位:次循环

40 000 137 000 265 000 28 000 80 000 156 000 535 000 136 000 221 000 804 000

41 000 142 000 294 000 37 000 99 000 188 000 729 000 137 000 313 000 828 000

42 000 143 000 345 000 37 000 111 000 190 000 769 000 137 000 391 000 972 000

42 000 161 000 356 000 45 000 122 000 221 000 774 000 142 000 394 000 1 015 000

55 000 163 000 360 000 53 000 128 000 228 000 847 000 149 000 421 000 1 159 000

61 000 164 000 387 000 53 000 130 000 232 000 883 000 159 000 440 000 1 343 000

62 000 171 000 397 000 62 000 131 000 237 000 1 443 000 160 000 500 000 1 489 000

67 000 173 000 401 000 69 000 131 000 288 000 1 444 000 163 000 559 000 3 160 000

67 000 176 000 715 000 69 000 134 000 312 000 1 541 000 181 000 750 000 3 258 000

73 000 191 000 1 320 000 72 000 163 000 428 000 3 802 000 181 000 829 000 8 863 000

(115, 105) ( 100, 90) ( 90, 105) ( 55, 105) ( 75, 115) ( 55, 115) ( 45, 115) ( 125, 115) ( 95, 115)

55 000 75 000 66 000 317 000 107 000 339 000 786 000 31 000 58 000

55 000 75 000 75 000 382 000 128 000 397 000 973 000 31 000 62 000

62 000 80 000 99 000 379 000 150 000 403 000 1 060 000 33 000 67 000

66 000 84 000 102 000 389 000 175 000 541 000 1 063 000 35 000 84 000

66 000 84 000 103 000 392 000 175 000 542 000 1 107 000 35 000 91 000

71 000 90 000 108 000 412 000 177 000 549 000 1 154 000 36 000 92 000

72 000 98 000 109 000 450 000 189 000 567 000 1 231 000 38 000 98 000

74 000 98 000 134 000 501 000 195 000 609 000 1 417 000 42 000 103 000

79 000 116 000 135 000 565 000 198 000 619 000 1 460 000 43 000 104 000

79 000 129 000 162 000 582 000 206 000 939 000 3 615 000 48 000 132 000

4  结   论

本文研究结果如下:

1) 提出了 C_p_Sa_Sm_N 曲面概念# 

2) 导出了 p_Sa_Sm_N 曲面估计式与疲劳强度概率分布# 

3) 推导了 C_p_Sa_Sm_N 曲面估计式和二维可靠性Miner公式# 

4) 从文中实例可以看出, 本文方法简便可行,便于工程应用# 
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C_p_S a_Sm_N Surface Theory and Two_Dimensional

Reliability Miner Rule for Fatigue

Reliability_Based Design

Xiong Junjiang,  Wu Zhe,  Gao Zhentong

( Resear ch Center of Solid Mechan ics , Beijin g Un iver sity of Aeronautics

an d Astr onautics , Beijing 100083, P R Chin a )

Abstract: First of all, the concept of C_p_Sa_Sm_N ( confidence level_reliadility_stress amplitude_stress

mean) surface is presented. Then the formulas of p_Sa_Sm_N surface and C_p_Sa_Sm_N surface are de-

rived. In addition, fatigue strength distribution function and two_dimensional reliability Miner rule are

obtained. At last, a example is given.

Key words: fatigue reliability; p_Sa _Sm_N surface; C_p_Sa _Sm_N surface; two_dimensional reliability

Miner rule
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