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关于非局部场论的几个新观点及其在断裂

力学中的应用( Ò) ) ) ) 重论非线性
非局部热弹性本构方程
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摘要:  按照理性力学的本构公理系统严格推导了非线性非局部热弹性体的本构方程, 修正、补充

和完善了以前的工作,所得的结果表明, 非局部热弹性体的本构响应是与其物质空间的曲率及其

高阶梯度相关联的,且存在满足零平均条件的反对称应力; 文中给出了反对称应力与局部化残余

的表达式,导出了热传递方向与温度降方向一致的结论, 简要论述了局部化残余以及非局部能量

守恒定律的客观性# 
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引   言

非局部场论是经典场论的推广# 由于它在宏观表述中引入了微观结构的长程相互作用,

可作为宏微观关联力学的理论基础,因此,引起了力学与工程科学界的广泛重视# 

在非局部理论的框架内, 关于非线性热弹性体的本构方程的研究, 国内外已做过不少工

作
[ 1,2, 3, 4]# 这些工作按照所选择的独立本构变量大致可分为三种情况:一是直接把物体的运

动史、应变史和温度史同时选作独立的本构变量
[ 1]
, 这样处理在数学上有不少方便之处, 但其

出发点在逻辑上却是不严密的# 因为, 应变史可以作为运动史的一阶梯度而得到,它们之间并

不相互独立# 另一种情况是严格按照理性力学的因果性公理把运动史和温度史选作独立的本

构变量,但在推导过程中为了简化而在本构泛函中忽略了任意两物质点间有向距离与另外任

意两物质点间有向距离间的夹角的影响
[2]
, 从而将许多反映非局部性的本质特征丢失了# 最

后一种情况则赋予了独立本构变量及其相关本构泛函的一些特殊的表达形式以保证分析的简

洁与严密
[ 3]
,这就意味着只有当这些独立本构变量的函数表达形式预先规定后才能确定内能,

这是一个过强的数学假设# 本文在文[ 4]的基础上,抛弃了前述工作中的一些特殊的假设与简

化,严格按照理性力学的本构公理系统重新推导了非线性非局部热弹性体的本构方程,对以前
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的工作进行了修正、补充和完善,得到了一些新结果# 这些结果表明,非局部热弹性体的本构

响应是与其物质空间的曲率及其高阶梯度相关联的,且存在满足零平均条件的反对称应力;文

中给出了反对称应力与局部化残余的表达式,导出了热传递方向与温度降方向一致的结论,简

要论述了局部化残余以及非局部能量守恒定律的客观性, 并得到了局部化能量残余的变换公

式# 

1  非局部场的平衡方程与熵不等式

非局部场守恒定律的平衡微分方程
[3]
用抽象张量的记法可写为:

质量平衡方程  ÛQ+ ( Qv) # ¨= Q, ( 1)

动量平衡方程  ( t
s
+ t

a
) # ¨+ Q( f - Ûv ) = Qv+ QF , ( 2)

动量矩平衡方程  Et
a
+ Qr @ F = QM, ( 3)

能量平衡方程  QÛE + Q E - 1
2
v
2
- t

s
: d - t

s
: X-

QF # v + q # ¨- Qh = QE, ( 4)

熵不等式  QÛS -
Qh
H

+
1
H

q # -̈
q # H¨

H
- QS \ 0, ( 5)

上述方程中, Q, v , f , E , q, h, S 和H分别表示质量密度、速度、体积力、内能密度、热流矢量、热

源密度、熵和温度, t
s

和t
s

分别是对称应力和反对称应力张量, d是变形率张量, X是旋率张量,

而 Q, F , M, E , S 则被分别称为局部化质量、体力、力矩、能量、熵的残余,或统一简称为局部化

残余# 局部化残余满足以下零平均条件,即

  Q8
( Q, QF , QM , QE , QS ) dv ( X ) = 0, ( 6)

8是物体在空间所占的体积,其边界面用5 8 表示# 在物理上, 局部化残余反映了物质微观结

构的长程效应
[ 3] # 

非局部场论仍然属于 Newton力学的范畴, 因此, 方程( 2)相对于 Galilean变换应当是不变

的,这意味着 Q= 0# 本文进一步假设熵不等式的整体陈述与局部陈述全同,即S = 0,在这两

个前提下,则非局部场的平衡方程可简化为 :

  ÛQ+ ( Qv ) # ¨= 0, ( 7)

  ( t
s
+ t

a
) # ¨+ Q( f - Ûv) = QF , ( 8)

  Et
a
+ Qr @ F = QM, ( 9)

  QÛE - t
s
: d - t

a
: X- QF # v + q # ¨- Qh = QE , ( 10)

  QÛS - Qh
H
+ 1

H
q # ¨- q # H¨

H
\ 0# ( 11)

作为经典场论的推广,非局部场的能量平衡方程与经典场的一样,仍要具有客观性
[5]# 最

一般地,这意味着方程( 10)中的 QE+ t
a
: X+ QF # V项应该是一个客观标量# 根据客观性的

定义,在标架的刚性变换下,则有 :

  QE + t
a
: X+ QF # v = QE

~

+ �t
a
: �X+ QF

~

# �v =

      QE
~

+ ( Q # t
a # Q

T
) : ( Q# X # Q

T
+ ÛQ # Q

T
) + QQ # F # ( Q # r

#

) =

      QE
~

+ t
a
: X+ QF # v+ t

a
: ( Q

T # ÛQ) + QF # ( Q
T # ÛQ ) # r =
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      QE
~

+ t
a
: X+ QF # v+ t

a
: ( Q

T # ÛQ) + Q( F ª r ) : ( Q
T # ÛQ) ,

由此可得到:

  QE
~

= QE + t
a
: ( ÛQ # Q

T
) + Q( F ª r ) : ( ÛQ # Q

T
) , ( 12)

式中 ª 表示张量积, Q是正交变换张量, r代表物质点的位置矢量且Ûr = v, 变换式( 12) 表明

QE 是一个非客观量# 

引入自由能 U = E - HS ,则( 10) 式可表示成 :

  Q( ÛU + ÛHS ) - t
s
: d - t

a
: X- QF # v+ q # +̈ QHÛS - Qh = QE# ( 13)

从( 10)、( 11)式中消去 h 可得:

  - Q( ÛU + ÛHS ) - q # H¨
H

+ t
s
: d + t

a
: X+ QF # V+ QE \ 0, ( 14)

这就是Clausius_Duhem不等式,简称 C_D不等式# 

2  非线性非局部热弹性本构方程的推导

本节按照理性力学的本构公理系统
[5, 6]
中来推导非线性非局部热弹性本构方程# 首先,根

据因果性公理, 取物体 8 中所有物质点Xc的运动史和温度史

  xc= xc( Xc, tc) ,  Hc= Hc( Xc, tc) , ( 15)

作为独立的本构变量# 由决定性公理和等存在公理知, 则 C_D不等式中其余的相关本构变量

都可表示成 xc, Hc的同一形式的泛函, 以自由能为例可写成 :

  U ( X , t ) = U0 [ xc( Xc, tc) , Hc( Xc, tc) , X , t ] , ( 16)

由此可看出,在非局部理论的框架中,物体中某一点的本构响应不仅与该点的运动史和温度史

有关,而且与物体中所有点的运动史和温度史相关联# 根据客观性公理,本构泛函在标架的刚

性变换下是不变的, 即

  U0 [ �xc( Xc, �tc) , Hc( Xc,�tc) , X , �t ] = U0 [ xc( Xc, tc) , Hc( Xc, tc) , X , t ] , ( 17)

式中   �xc( Xc, �tc) = Q( tc) # xc( Xc, tc) + b( tc) ,�tc = tc- a# ( 18)

由此逐步可以推出:

  U ( X , t ) = U0 [ xc( Xc, t - S) - xc( X , t - S) , Hc( Xc, t - S) , X ] , ( 19)

式中 0 [ S [ ] ,且( 19) 式满足 :

  U ( X , t ) = U0 [ xc( Xc, t - S) - xc( X , t - S) , Hc( Xc, t - S) , X ] =

U0 Q( t - S) # [ xc( Xc, t - S) - xc( X , t - S) ] , Hc( Xc, t - S) , X # 

( 20)

由于只考虑物体的弹性响应, 故本构泛函是无记忆的, 于是( 19)、( 20)两式简化为:

  U ( X , t ) = U0 [ xc( Xc, t ) - xc( X , t ) , Hc( Xc, t ) , X ] , ( 21)

  U0 [ xc( Xc, t ) - xc( X , t ) , Hc( Xc, t ) , X ] =

      U0 Q( t ) # [ xc( Xc, t ) - xc( X , t ) ] , Hc( Xc, t ) , X , ( 22)

设 xc是全连续函数,在固定的时刻 t ,则 xc( Xc, t ) - xc( X , t ) 可表示为 :

  xc( Xc, t ) - xc( X , t ) = 3xc 4̈ = Q
xc

x
x( Yc, t ) ¨# d Yc, ( 23)

上述积分是Lebesgue意义上的,于是泛函 U0 也可看成是变形梯度 Fc = xc¨的复合泛函,即

  U [ Fc( Xc, X , t ) , H( Xc, t ) , X ] = U0 [ 3Fc( Xc, t ) 4, Hc( Xc, t ) , X ] , ( 24)
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这样, ( 21)、( 22)两式可进一步写成:

  U ( X , t ) = U [ Fc( Xc, X , t ) , Hc( Xc, t ) , X ] , ( 25)

  U [ Fc( Xc, X , t ) , Hc( Xc, t ) , X ] =

      U[ Q( t ) # Fc( Xc, X , t ) , Hc( Xc, t ) , X ] , ( 26)

式( 26)是客观性原理对 U所加的约束# 令 Q( t ) = R
T
( X , t ) , 同时根据二阶张量的极分解定

律有 Fc( Xc, t ) = Rc( Xc, X , t ) # Uc( Xc, t ) ,如此可得到 :

  Q( X , t ) # Fc( Xc, t ) = R
T
( X , t ) # Rc( Xc, X , t ) # Uc( Xc, X , t ) =

R
T # [ R + R¨# ( Xc- X ) + ,] # Uc=

[ I + R
T # R¨# ( Xc- X ) + ,] # Uc# ( 27)

因此,从物理上看,在非局部的意义上, U与物质空间的曲率及其高阶梯度相关联# 

下面根据相容性公理考察 C_D不等式对本构泛函的限制# 首先基于物理上的要求(如要

求具有有限的能量)引入Hilbert空间H( 8)

  H( 8) = f | f I L
2
( 8) , ( 28)

L
2
( 8) 代表Lebesgue平方可积空间,且在H( 8) 中的内积被定义为 :

  3f 1 , f 24H = Q8
f 1 ( Xc) f 2 ( Xc) d V( Xc)   ( f 1 , f 2 I H( 8 ) ) , ( 29)

由内积诱导的范数为 +f +H = 3f , f 4H # 

进一步假定 Fc, Hc I H( 8 ) , 并且 H( 8) 上的泛函 U[ Fc( Xc, X , t ) , Hc( Xc, t ) , X ] 是

Frechet可微的,具有有界的 Frechet导数,则按照 Riesz表示定理
[ 7]
有:

  DU( g / h) = 3DU
Df

, h4H = Q8

DU
Df

h( Xc) dV ( Xc) , ( 30)

于是经过计算有:

  QÛU( X , t ) = Q8
Q5 U
5Fc: ÛFcdV ( Xc) + Q8

Q5 U5HcÛHcdV( Xc) =

     Q8
Qt r

5U
5Fc

T

# ÛFc dV( Xc) + Q8
Q
5U
5HcÛHc# dV( Xc) =

     Q8
Qt r

5U
5Fc

T

# ( dc+ Xc) # Fcd V( Xc) +Q8
Q
5U
5HcÛHc# d V( Xc) =

     Q8
Qt r 5U

5Fc # FcT
T

# dc dV ( Xc) + Q8
Q5U
5HcÛHc# d V( Xc) +

     Q8
Qt r 5U

5Fc # FcT
T

# Xc dV( Xc) =

     Q8
Q

5 U
5Fc# FcT

: dcd V( Xc) +Q8
Q

5U
5Fc# FcT : XcdV( Xc) +

     Q8
Q
5 U
5HcÛHc# dV( Xc) = Q8

T: dcdV ( Xc) + Q8
R : XcdV( Xc) +

     Q8
Q5U5HcÛHcdV( Xc) = Q8

T
*
: dcd V( Xc) + Q8

R
*
: XcdV ( Xc) +

     Q8
Q
5U
5HcÛHcdV( Xc) + 2 + K + ( , ( 31)

这里 dc, Xc和ÛHc仅依赖于Xc与 t , 而 d, X和 H则只是X 与 t 的函数; T与 R是将 Q
5U
5Fc# FcT
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做和分解而得到的二阶对称与反对称张量,且有 :

  

T =
1
2
Q

5 U
5Fc# FcT

+ Fc# 5U
5Fc

T

,

R =
1
2 Q

5U
5Fc# Fc

T
- Fc# 5 U

5Fc

T

,

2 = Q8
( T: dc- T

*
: d) dV ( Xc) ,

K = Q8
( R : Xc- R

*
: X) dV( Xc) ,

( = Q8
Q
5U
5HcÛHc- Q

5U
5Hc

*

ÛH dV( Xc) ,

( 32)

上面诸式中加星号* 的项表示它是从不带星号的项中通过交换 Xc和X 而得到的,例如

  [ F( Xc, X ) ]
* S F ( X , Xc) X F ( Xc, X ) , ( 33)

利用这个定义易看出 2, K 和 ( 的积分表达式中的被积函数关于Xc和X的交换具有反对称性,

由此可证明 :

  Q8
2dV ( X ) = 0,Q8

K dV ( X ) = 0,Q8
( dV ( X ) = 0# ( 34)

将( 31)式代入到 C_D不等式( 13)中:

  -
q # H¨

H
+ QE - ( 2 + K + ( ) + QF # V-

     QS + Q8
Q
5 U
5Hc

*

dV ( xc) ÛH+ t
s
- Q8

T
*
dV( Xc) : d +

     t
a
- Q8

R
*
dV( Xc) : X \0# ( 35)

注意到( 34)式和局部化能量残余的性质,然后将上式在整个 8 域上积分得 :

  - Q8

q # H¨
H

d V( X ) + Q8
QF # VdV ( X ) -

     Q8
QS + Q8

Q5U5Hc

*

d V( xc) ÛHdV( X ) + Q8
t
s
- Q8

T
*
dV ( Xc) : dd V( X ) +

     Q8
t
s
- Q8

R
*
dV( Xc) : XdV( X ) \ 0, ( 36)

上述不等式关于 ÛH, d, X和V这些描述非局部弹性体的状态随时间变化的量是线性的,它对所

有独立随时间而变化的热力学历程都必须成立, 这当且仅当ÛH, d, X和 V的系数都为零时才成

立,故有 :

  

t
s
= Q8

T
*
dV( Xc) =

1
2Q8

Q
5U
5Fc # FcT + Fc# 5U

5Fc

T *

dV ( Xc) ,

t
a
= Q8

R
*
d V( Xc) =

1
2Q8

Q
5U
5Fc# FcT - Fc# 5 U

5Fc

T *

dV( Xc) ,

QS = - Q8
Q5U5Hc

*

dV ( xc ,   QF = 0,

( 37)

与不等式

  - Q8

q # H¨
H

d V( X ) \ 0, ( 38)
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在熵不等式的整体陈述与局部陈述全同的前提条件下,不等式( 38)在 8 的任意子区域上

也成立,这当且仅当

  -
q # H¨

H
\ 0, ( 39)

成立# 上述不等式意味着热流矢量 q 的流动方向与温度降的方向一致, 它与经典热力学的有

关结论(即热力学第二定理)完全相同# 

将( 37)诸式和( 39)式代回到( 35)式, 则进一步得到:

  QE = 2 + K + ( , ( 40)

由( 34)式可知,按( 40)式确定的 QE 恒满足

  Q8
QE dV ( X ) = 0, ( 41)

的条件,且是一个非客观量# 

下面证明 QM 满足条件

  Q8
QMdV( X ) = 0, ( 42)

显然从动量矩平衡方程( 9)式可知,这只需证明

  Q8
t
a
dV ( X ) = 0, ( 43)

即可# 由于 U满足( 26) 式,是客观标量,因此, U的时间变化率,即 U关于时间的物质导数也

是客观的
[ 8]# 由此我们有 :

  ÛU [ Fc( Xc, X , t ) , Hc( Xc, t ) , X ] = ÛU[ Q( t ) # Fc( Xc, X , t ) , Hc( Xc, t ) , X ] , ( 44)

记 �Fc= Q# Fc,按 Riesz表示定理将上式展开并消去相同的项便得到:

  Q8
Q
5U
5�Fc: �F

#

cd V( Xc) = Q8
Q
5U
5Fc: ÛFdV ( Xc) , ( 45)

式中:

  5U
5�Fc: �F

#

cdV ( Xc) = 5U
5�Fc:

5Fc
5( Q # Fc) : ( Q # Fc

#

) =

     5U
5�Fc: Q

T
# 5�Fc
5�Fc : ( Q # Fc+ Q # ÛFc) =

     Q # 5U
5Fc : ( ÛQ # Fc+ Q # Fc) = tr Q # 5U

5Fc

T

# ÛQ # Fc +

     tr Q # 5U
5Fc

T

# Q # ÛFc =

     tr
5 U
5Fc

T

# Q
T # ÛQ # Fc + tr

5U
5Fc

T

# ÛFc =

     tr
5 U
5Fc# FcT

T

# ( Q
T # ÛQ) + tr

5U
5Fc

T

# ÛFc =

     5U
5Fc# FcT : ( Q

T # ÛQ) +
5U
5Fc: ÛFc# ( 46)

将上述结果代入到( 45)式得:

  Q8

5U
5Fc # FcT

: ( Q
T # ÛQ ) dV ( Xc) = 0, ( 47)

718 黄   再   兴



注意到 Q
T # ÛQ 是反对称张量,并将

5U
5Fc# FcT 做和分解, 则等式( 47) 可进一步简化为 :

  ( Q
T # ÛQ) :Q8

Rd V( Xc) = 0, ( 48)

由于 Q
T # ÛQ的任意性, 故必有 :

  Q8
RdV ( Xc) = 0, ( 49)

利用这一恒等式,并考虑到 R
*
_R关于Xc和X 的交换具有反对称性,由此可得到 :

  Q8
t
a
dV ( X ) = Q8Q8

R
*
dV ( Xc) dV( X ) =

     Q8Q8
( R

*
- R ) dV ( Xc) dV ( X ) = 0# ( 50)

这就是本文所要证明的结论# 

3  结   论

综合前面的论述,所有的结果最后可归纳成下面的两个定理:

定理 1  局部化能量残余是非客观量,在标架的刚性变化下,它按( 12)式变化# 

定理 2  如果熵不等式的整体陈述与部分陈述全同,则非局部热弹性体的相关本构变量

可以从一个势函数得到, 局部化残余满足零平均条件且局部化体力残余恒为零;在非局部热弹

性体中,热量总是从高温处向低温自发地传递# 

本文得到了郑泉水教授的指导,正是由于受他的启发和影响,本文才得以以现在的形式出

现,在此仅表示作者的衷心感谢!
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New Points of View on the Nonlocal Field Theory and Their

Applications to the Fracture Mechanics( Ò) ) ) ) Re_
Discuss Nonlinear Constitutive Equations of

Nonlocal Thermoelastic Bodies

Huang Zaixing

( Najjing Univ er sity of Aeronautics and Astr on autics , Nanjing 210016, P R China )

Abstract: In this paper, nonlinear constitutive equations are deduced strictly according to the const-i

tutive axioms of rational continuum mechanics. The existing judgements are modified and improved.

The results show that the constitutive responses of nonlocal thermoelastic body are related to the cur-

vature and higher order gradient of its material space, and there exists an antisymmetric stress whose

average value in the domain occupied by thermoelastic body is equal to zero. The expressions of the

antisymmetric stress and the nonlocal residuals are given. The conclusion that the directions of ther-

mal conduction and temperature gradient are consistent is reached. In addition, the objectivity about

the nonlocal residuals and the enrgy conservation law of nonlocal field is discussed briefly, and a for-

mula for calculating the nonlocal residuals of energy changing with rigid motion of the spatial frame of

reference is derived.

Key words: nonlocal field theory; nonlocal themoelastic body; constitutive equations; antisymmetric

stress; nonlocal residuals
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