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复合材料多层板壳大挠度非线性
问题的迭代解法
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摘要:  在王震鸣等人提出的各向异性多层扁壳的大挠度方程的基础上, 提出了复合材料多层板

壳大挠度非线性问题的迭代解法# 分析了四边简支的复合材料多层矩形扁壳,与小挠度线性理论

解析解及有限元非线性解进行了对比# 结果表明, 载荷较小并发生小挠度时, 所得的大挠度解和

小挠度解析解非常接近,载荷较大时, 所得解和有限元非线性解非常接近# 
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引   言

由于复合材料在现代工程技术中的广泛应用以及复合材料力学的高度发展,精确分析复

合材料多层板壳中的应力具有重要的实际意义# 文献[ 1]给出了各向异性多层扁壳的大挠度

方程,但对该方程却未能求得解析解# 用有限元程序能分析复合材料多层板壳大挠度非线性

问题,但计算工作量大、计算时间长# 本文提出的迭代法能够简便地求解各向异性多层扁壳的

大挠度方程,计算精度和有限元解相当,计算工作量和计算时间却大幅度减少# 

1  复合材料多层板壳大挠度非线性问题的平衡方程

根据文献[ 1] ,对于图 1所示的复合材料多层扁壳, 在正交铺设或 H斜交铺设且层数较多

时, 可取 A 16 = A 26 = B16 = B 26 = D 16 = D 26 = C45 = 0,当 Rx , Ry 为常数, 1/ Rxy = 0时,用 u0 ,

v 0 , Cx , Cy , w 作为未知量,大挠度问题的平衡方程可写为

  a + b + d = 0, ( 1)

其中

  a =

L 11 L12 L 13 L 14 L 15

L22 L 23 L 24 L 25

L 33 L 34 L 35

对称 L 44 L 45

L 55

u0

v 0

Cx

Cy

w

, ( 2)
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图  1

在式( 2)中, 微分算子 L ij 的表达式如下 :

  L 11 = A 11 +
52

5x 2 + A 66
52

5y 2 ,

  L 12 = ( A 12 + A 66 )
52

5x5y ,

  L 13 = B11
52

5x 2 + B66
52

5 y2 ,

  L 14 = L 23 = ( B12 + B66 )
52

5x5y ,

  L 15 =
A 11

Rx
+

A 12

Ry

5
5x - L13

5
5x - L 14

5
5y ,

  L 22 = A 66
52

5x2 + A 22
52

5y 2 ,

  L 24 = B66
52

5x 2 + B22
52

5 y2 ,

  L 25 =
A 12

Rx

+
A 22

Ry

5
5y - L23

5
5x - L 24

5
5y ,

  L 33 = D11
52

5x 2 + D 66
52

5 y2 - C55 ,

  L 34 = ( D 12 + D 66 )
52

5x5y ,

  L 35 =
B 11

Rx
+

B12

Ry
- C55

5
5x - L 33

5
5x - L 34

5
5y ,

  L 44 = D66
52

5x 2 + D 22
52

5 y2 - C44 ,

  L 45 =
B 12

Rx
+

B22

Ry
- C44

5
5y - L 34

5
5x - L 44

5
5y ,

  L 55 =
A 11

R
2
x

+
2A 12

RxRy
+

A 22

R
2
y

- C55
52

5x 2 - C44
52

5y 2 -

2L 35
5
5x - 2L45

5
5y + L 33

52

5x 2 + 2L 34
52

5x5y + L 44
52

5y 2 ,

  b = qx , qy , mx , my , - qz +
5mx

5x +
5my

5y

T

, ( 3)
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  d = [ d 1 , d 2 , d 3 , d 4 , d 5 ]
T

( 4)

其中

  

d1 =
5w
5xL 11w +

5w
5yL12w ,  d2 =

5w
5xL12w +

5w
5yL 22w ,

d3 =
5w
5xL 13w +

5w
5yL23w ,  d4 =

5w
5xL14w +

5w
5yL 24w ,

d5 =
1
2

5w
5xL51w +

5w
5yL 52w -

5
5x

5w
5xL 13w +

5w
5 yL 23 w -

5
5y

5w
5xL 14 w +

  5w
5yL 24w -

5w
5 x M x

5w
5x + N xy

5w
5y -

5w
5y N xy

5w
5x + N y

5w
5y ,

( 5)

  

N x

N y

N xy

=

A 11 A 12 0 B11 B12 0

A 12 A 22 0 B12 B22 0

0 0 A 66 0 0 B66

5 u0

5x +
w
Rx

+
1
2

5w
5x

2

5v 0

5y +
w
Ry

+
1
2

5w
5 y

2

5 u0

5y +
5 v 0

5x +
5w
5x

5w
5y

5 Cx
5x -

52
w

5x 2

5 Cy
5 y -

52
w

5y 2

5 Cx
5y +

5 Cy
5 x - 2

52
w

5x5 y

# ( 6)

2  迭代求解的数值方法

对于四边简支的矩形扁壳,在 A 16 = A 26 = B16 = B26 = D 16 = D 26 = C45 = 0时,可设其

广义位移为如下形式,即可满足边界条件# 

  

u0 = E
]

m= 1
E

]

n = 1

u0mn cos
mPx
a

sin
nPy
b

,  v 0 = E
]

m= 1
E

]

n= 1

v 0mnsin
mPx
a

cos
nPy
b

,

Cx = E
]

m= 1
E

]

n = 1

Cxmn cos
mPx
a

sin nPy
b

,  Cy = E
]

m= 1
E
]

n= 1

Cymnsin
mPx
a

cos nPy
b

,

w = E
]

m= 1
E
]

n= 1
w mnsin

mPx
a

sin
nPy
b

# 

( 7)

将载荷展为如下的级数

  

qx = E
]

m= 1
E
]

n= 1
qxmn cos

mPx
a

sin
nPy
b

,  qy = E
]

m= 1
E

]

n = 1
qymnsin

mPx
a

cos
nPy
b

,

mx = E
]

m= 1
E

]

n = 1
mxmncos

mPx
a

sin
nPy
b

,  my = E
]

m= 1
E

]

n= 1
mymnsin

mPx
a

cos
nPy
b

,

qz = E
]

m= 1
E

]

n= 1

qzmn sin
mPx
a

sin
nPy
b

# 

( 8)

则式( 1)中 a + b 之和的各元素可写为
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E
]

m= 1
E

]

n = 1

(- T 11u0mn - T 12v omn - T 13 Cxmn - T 14 Cymn - T 15wmn + qxmn ) cos
mPx
a

sin
nPy
b

,

E
]

m= 1
E

]

n = 1

(- T 12u0mn - T 22v omn - T 23 Cxmn - T 24 Cymn - T 25wmn + qymn ) sin
mPx
a

cos nPy
b

,

E
]

m= 1
E

]

n = 1
(- T 13u0mn - T 23v omn - T 33 Cxmn - T 34 Cymn - T 35wmn + mxmn ) cos

mPx
a

sin
nPy
b

,

E
]

m= 1
E

]

n = 1
(- T 14u0mn - T 24v omn - T 34 Cxmn - T 44 Cymn - T 45wmn + mymn ) sin

mPx
a

cos
nPy
b

,

E
]

m= 1
E

]

n = 1

T 15 u0mn + T 25 v omn + T 35 Cxmn + T 45Cymn + T 55wmn - qzmn +
mP
a
mxmn +

nP
b
mymn @

  sin(mPx / a) cos( nPy / b) ,

( 9)

其中

  

T 11 = A 11
m

2
P

2

a
2 + A 66

n
2
P
2

b
2 ,  T 12 = ( A 12 + A 66 )

mnP
2

ab
,

T 13 = B11
m

2
P
2

a
2 + B66

n
2
P
2

b
2 ,  T 14 = T 23 = ( B12 + B66 )

mnP
2

ab
,

T 22 = A 66
m

2
P

2

a
2 + A 22

n
2
P
2

b
2 ,  T 24 = B66

m
2
P
2

a
2 + B22

n
2
P
2

b
2 ,

T 33 = D 11
m

2
P

2

a
2 + D 66

n
2
P
2

b
2 + C55 ,  T 34 = ( D 12 + D 66 )

mnP
2

ab
,

T 44 = D 66
m

2
P

2

a
2 + D 22

n
2
P
2

b
2 + C44 ,

T 15 = -
A 11

Rx
+

A 12

Ry

mP
a

- B 11
m

3
P
3

a
3 - ( B12 + 2B66 )

mn
2
P
3

ab
2 ,

T 25 = -
A 12

Rx
+

A 22

Ry

nP
b
- B 22

n
3
P
3

b
3 - ( B12 + 2B66 )

nm
2
P
3

ba
2 ,

T 35 = -
B11

Rx

+
B12

Ry

mP
a

- D 11
m

3
P
3

a
3 - ( D 12 + 2D 66 )

mn
2
P
3

ab
2 ,

T 45 = -
B11

Rx

+
B22

Ry

nP
b
- D 22

n
3
P
3

b
3 - ( D 12 + 2D 66 )

nm
2
P
3

ba
2 ,

T 55 =
A 11

R
2
x

+
2A 12

RxRy

+
A 22

R
2
y

+ D 11
m

4
P
4

a
+ 2

B11

Rx
+

B12

Ry

m
2
P
2

a
2 +

   2
B12

Rx
+

B22

Ry

n
2
P

2

b
2 + 2( D 12 + 2D 66 )

n
2
m

2
P
4

b
2
a
2 + D 22

n
4
P

4

b
4 # 

( 10)

迭代的准备阶段,从小挠度线性理论解开始, 令 d 1 = d2 = d3 = d4 = d5 = 0,并设

  qmn = qxmn , qymn , mxmn , mymn , qzmn -
mP
a
mxmn -

nP
b
mymn

T

, ( 11)

则从式( 9)可以得到
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T 11 T 12 T 13 T 14 T 15

T 22 T 23 T 24 T 25

T 33 T 34 T 35

对称 T 44 T 45

T 55

u0mn

v 0mn

Cxmn

Cymn

w 0mn

= qmn # ( 12)

根据式( 1) ~ ( 6)及式( 7) ~ ( 12)可将迭代步骤整理如下:

1) 对各 m , n 值解方程式( 12) # 
2) 利用求得的 uomn , v 0mn , Cxmn , Cymn , w mn ,用式( 5) ~ ( 6) 及式( 7) 计算

  d = [ d 1 , d 2 , d 3 , d 4 , d 5 ]
T # 

3) 利用数值积分将 d 中各元素展为如下级数 :

  

d1 = E
]

m= 1
E

]

n = 1

d1mn cos
mPx
a

sin nPy
b

,

d2 = E
]

m= 1
E

]

n = 1
d2mnsin

mPx
a

cos
nPy
b

,

d3 = E
]

m= 1
E

]

n = 1
d3mn cos

mPx
a

sin
nPy
b

,

d4 = E
]

m= 1
E

]

n = 1

d4mnsin
mPx
a

cos
nPy
b

,

d5 = E
]

m= 1
E

]

n = 1

d5mnsin
mPx
a

sin nPy
b

,

( 13)

其中

  

d1mn =
4
abQ

a

0Q
b

0
d1 cos

mPx
a

sin
nPy
b

dxdy ,

d2mn = 4
abQ

a

0Q
b

0
d2sin

mPx
a

cos nPy
b

dxdy ,

d3mn =
4
abQ

a

0Q
b

0
d3 cos

mPx
a

sin
nPy
b

dxdy ,

d4mn =
4
abQ

a

0Q
b

0
d4sin

mPx
a

cos
nPy
b

dxdy ,

d5mn =
4
abQ

a

0Q
b

0
d5sin

mPx
a

sin
nPy
b

dxdy# 

( 14)

4) 修正式( 12)中的 qmn ,即按下式重新计算 qmn

  qmn =

qxmn + d 1mn

qymn + d 2mn

mxmn + d3mn

mymn + d4mn

qzmn -
mP
a
mxmn -

mP
b
mymn - d5mn

, ( 15)
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反复执行 1) ~ 4)各步骤,直至解答满足所定精度要求为止# 

3  计 算结 果

作者使用本文所示的迭代法, 计算了大量的算例, 都得到合理的解答# 限于篇幅, 本文只

列举复合材料矩形扁壳在较小载荷和较大载荷两种情况下的解答, 并与小挠度线性理论理论

解析解和有限元非线性解对比# 

例1  扁壳四边简支, 8层, 每层厚 015cm, a = b = 110m, 45b/ - 45b/ 45b/ - 45b/ 45b/
- 45b/ 45b/ - 45b铺设, Rx = 810m, Ry = 610m, 1/ Rxy = 0, E l = 245125GPa, E t = 9181GPa, G lt

= 4191GPa, G tn = 1196GPa, G nl = 4191GPa, Llt = 0125,均布载荷 qz = - 19162kN/m
2
(向下)# 

在这种小载荷作用下,本文的大挠度非线性方法计算结果和小挠度线性方法解析解应该接近,

两种结果如表 1所示# 

图  2

    表1 点 x = 25cm, y = 50cm处各层的 Rx , Sxy / MPa

层

号

z 坐标

cm

Rx Sxy

小挠度解 本文方法 小挠度解 本文方法

1  - 210 01904 01910    - 01797    - 01801

- 115 01529 01533 - 01461 - 01464

2 - 115 01529 01533 01461 01464

- 110 01154 01157 01125 01128

3 - 110 01154 01157 - 01125 - 01128

- 015 - 01222 - 01220 01211 01209

4 - 015 - 01222 - 01220 - 01211 - 01209

010 - 01598 - 01596 - 01547 - 01546

5 010 - 01598 - 01596 01546 01546

015 - 01973 - 01972 01883 01882

6 015 - 01973 - 01972 - 01883 - 01882

110 - 11349 - 11348 - 11218 - 11218
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  续表 1

层

号

z 坐标

cm

Rx Sxy

小挠度解 本文方法 小挠度解 本文方法

7   110    - 11349    - 11348 11218 11218

115 - 11725 - 11726 11555 11556

8 115 - 11725 - 11726 - 11555 - 11556

210 - 21100 - 21102 - 11890 - 11891

例 2  扁壳参数同例 1,均布载荷 qz = - 981kN/ m
2
(向下)# 在这种较大载荷作用下,本文

的大挠度非线性方法计算结果和小挠度线性方法解析解有较大差别,和有限元非线性解接近,

三种结果如表 2所示# 

  表2 点 x = 25cm, y = 50cm处各层的 Rx , Sxy / MPa

层

号

z 坐标

cm

Rx Sxy

小挠度 有限元 本文方法 小挠度解 有限元 本文方法

1  - 210   45123   61187   62104 - 39184 - 54140 - 54159

- 115 26146 40164 40147 - 23103 - 35129 - 35121

2 - 115 26146 40168 40147 23103 35124 35121

- 110 7167 18172 18186 6124 16111 15183

3 - 110 7167 18186 - 6124 - 6124 - 16118 - 15183

- 015 - 11110 - 2187 - 2173 10156 3185 3155

4 - 015 - 11110 - 2189 - 2173 -10156 - 3190 - 3155

010 - 29189 - 24136 - 24132 - 27135 - 22168 - 22193

5 010 - 29189 - 24134 - 24132 27135 22174 22193

015 - 48167 - 45173 - 45191 44115 42143 42131

6 015 - 48167 - 45166 - 45191 - 44115 - 42139 - 42131

110 - 67145 - 67162 - 67149 - 60194 - 61171 - 61170

7 110 - 67145 - 67160 - 67149 60194 61174 61170

115 - 86123 - 88190 - 89107 77173 80197 81107

8 115 - 86123 - 88189 - 89107 - 77173 - 81101 - 81107

210 10419 - 10918 - 11016 - 94153 - 10019 - 10015

4  结   论

本文用迭代法求解了复合材料多层扁壳的大挠度非线性问题, 建立了相应的迭代公式# 

尽管复合材料多层扁壳的大挠度非线性问题关系复杂,求解难度很大,但用本文的迭代法求解

却比较简便# 文中的算例通过与小挠度线性解析解和有限元非线性解的对比,证明了其计算

结果的正确性和合理性# 同时也表明, 载荷较小并发生小挠度时,大挠度非线性解和小挠度线

727复合材料多层板壳大挠度非线性问题的迭代解法



性解是非常接近的; 载荷较大而发生大挠度时,大挠度非线性解和小挠度线性解是有较大区别

的# 使用本文方法时,应使用复合材料多层板壳的实际参数, 迭代时收敛速度较快, 若使用量

纲一的参数,容易导致发散# 
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Iterative Method on Large Deflection Nonlinear Problem

of Laminated Composite Shallow Shells and Plates

Yin Bangxin

( Depar tm ent of Civ il En gin eer ing , Southwest In stitute of

Techn ology , M ianyang , Sichuan 621000, P R China )

Abstract: Based on result by Wang, in this paper the iterative method is presented for the research of

large deflection nonlinear problem of laminated composite shallow shells and plates. The rectangular

laminated composite shallow shells have been analyzed. The results have been compared with the

small deflection linear analytical solution and finite element nonlinear solution. The results proved that

the solution coincide with small deflection linear analytical solution in the condition of a little loads

and finite element nonlinear solution in the condition of large loads.

Key words: laminated composite shallow shells and plates; large deflection; iterative method
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