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Koiter壳动力学方程解的存在性和唯一性
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摘要:  用 Galerkin 方法研究了 Koiter 壳动力学方程,得到了解的存在性与唯一性结果# 
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1  问 题提 出

考虑一族具有相同中面 S = U( �X) < R
3
厚度为2E的线性弹性壳,这里 X为 R

2
中有界的

具有Lipschitz连续边界的连通子集, U I C
3
( �X; R

3
) , 壳沿着他们侧面一部份被夹紧(位移为

0) ,该部分中线为 U( C0 ) , C0 为5 X一部份,其长度 C0 > 0( C0 的长度大于0)# PE> 0,让 F
E
i

为解二维W.T. Koiter模型所得到的中面S 任一点U( y ) 位移 F
E
ia

i
( y ) 的共变分量# 即找F

E
=

( F
E
i ) I Vk ( X) ,满足:

  EQX
a
ABRS
CRS( u

E
) CAB ( v) ady +

E
3

3QX
a
ABRS
QRS( u

E
) QAB ( v) ady = QX

p
i, E
v i a dy

( Pv = ( v i ) I Vk ( X)# ( 1)

  Vk ( X) = v = ( v i ) I H
1
( X) @ H

1
( X) @ H

2
( X) ; v i = 5 Mv 3 = 0在 C0上 ,

  a
ABRS

=
4Ku
K+ 2L

a
AB
A
RS
+ 2L( a

AR
a
BS
+ a

AS
a
BR
) ,

为二维弹性张量的反变分量, 满足对任意对称张量 ( tAB) , v 常数 C > 0 ,

  CtABtAB [ a
ABRS

tABt RS ,

K> 0及 L > 0为与 E无关,构成弹性壳材料的Lam�常数# 

a = det( a
AB
) , a

AB
为中面S 的第一基本形式

  CAB( v) =
1
2
(5 AvB + 5BvA) - #

R
ABvR - bABv 3 ,

为度量张量线性化改变量# #
R
AB为中面S 的 Christoffel记号, bAB为中面S 的曲率张量# 

  QAB ( v) = 5ABv 3 - #
R
AB5Rv 3 + b

R
B( 5AvR - #

S
ARvS) +

b
R
A( 5BvR- #

S
BRvS) + b

R
A| BvR - CABv 3 ,

为中面 S 曲率张量改变量# a满足:
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  0 < C1 [ a( y ) [ C2   ( Py I X) ,

C1 , C2 为与自变量 y 无关的正常数# 

CAB为中面S 的第三基本形式

  p
i, E

=
1
2Q

E

- E
f
i, E

dx
E
3 ,

f
i, E
为作用在弹性壳上体力密度# 

2  Koiter 壳动力学方程近似解的先验估计

我们考虑如下Koiter 壳动力学问题:

  PT > 0, 0 [ t [ T ,

  QX
u
E
tt ( y , t ) # v ( y ) ady + EQX

a
ABRS
CRS( u

E
) CAB ( v) ady +

     E
3

3QX
a
ABRS
QRS( u

E
) QAB( v ) a dy = QX

p
i, E
( y , t ) vi ( y ) a dy  ( P v I Vk ( X) ) , ( 2)

  u
E
( y , 0) = U0 ( y )  ( y I X) , ( 3)

  u
E
t ( y , 0) = W0 ( y )  ( y I X) , ( 4)

    ( p
i, E I L ] ( ( 0, T ) ; V

*
k ( X) ) , p

i, E
t I L ] ( ( 0, T ) ; V

*
k ( X) ) )# 

  U0 ( y ) I Vk ( X) , W0 ( y ) I L2 ( X) # 

注: ( 3) , ( 4)也可选为

  uE( y , 0) = U0 (E) ( y ) , u
E
t ( y , 0) = W0 ( E) ( y ) ,

只需要求 U0( E) ( y ) I Vk( X) , W0( E) ( y ) I L 2( X) # 

因空间 Vk ( E) 是可分的,我们可选 Vk ( X) 中一组基 wi
+ ]
i= 1 , 作近似解

  u
m, E

( y , t ) = E
m

i= 1
Aim( t ) wi ( y )

由Galerkin方法, Aim ( t ) ( i = 1, 2, ,, m) 应满足如下常微分方程组的初值问题:

  

QX
u

m, E
tt # wi a dy + EQX

a
ABRS
CRS ( u

m , E
) CAB( wi ) a dy +

  E
3

3QX
a
ABRS
QRS( u

m, E
) QAB( wi ) ady =

  QX
p
E
( y , t ) # wi ady   ( i = 1, 2, ,, m ) ,

( 0 [ t [ T )

u
m , E

( y , 0) = u0m = E
m

i= 1
a imwi ,

u
m , E
t ( y , 0) = u1m = E

m

i= 1

bimwi ,

( p
E
( y , t ) = ( p

1, E
( y , t ) , p

2, E
( y , t ) , p

3, E
( y , t ) )# 

( 5)

( 6)

( 7)

当 m y+ ] ,

  u0m = E
m

i= 1

aimwi y U0 ( y ) 在 Vk ( X) 中强收敛, ( 8)
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  u1m = E
m

i= 1

bimwi y W0 ( y ) 在 L 2 ( X) 中强收敛# ( 9)

由线性常微分方程理论知,在 [ 0, T ] 上( 5) ~ ( 7) 存在唯一解 Aim ( t ) ( i = 1, 2, ,, m ) # 

( 5)的两端同乘 A
c
im ( t ) ( i = 1, 2, ,, m) 相加起来得:

  QX
u

m, E
tt ( y , t ) # u

m, E
t ( y , t ) a dy + EQX

a
ABRS
CRS( u

m , E
) CAB( u

m, E
t ) ady +

      E
3

3QX
a
ABRS
QRS( u

m, E
) QAB( u

m , E
t ) a dy =

      QX
p
E # u

m, E
t ady ,

即

  1
2

d
dtQX

[ u
m, E
t ( y , t ) ]

2
a dy +

      1
2

d
dt

EQX
a
ABRS
CRS( u

m , E
) CAB ( u

m, E
) a dy +

      E
3

3QX
a
ABRS
QRS( u

m , E
) QAB( u

m, E
) ady =

      QX
p
E # u

m, E
t ady

P0 [ t [ T ,从 0到 t 积分得 :

  1
2QX

[ u
m , E
t ( y , t ) ]

2
ady +

1
2
EQX

a
ABRS
CRS ( u

m , E
) CAB( u

m , E
) ady +

      E
3

3QX
a
ABRS
QRS( u

m , E
) QAB( u

m, E
) ady =

      1
2QX

[ u
m , E
t ( y , 0) ]

2
ady +

      1
2

EQX
a
ABRS
CRS( u

m, E
( y , 0) ) CAB( u

m , E
( y , 0) ) ady +

      E
3

3QX
a
ABRS
QRS( u

m , E
( y , 0) ) QAB( u

m, E
( y , 0) ) a dy +

      Q
t

0QX
p
E

# u
m, E
t adydt# ( * )

从( 8) , ( 9)知

  1
2QX

[ u
m , E
t ( y , 0) ]

2
ady +

      1
2

EQX
a
ABRS
CRS( u

m, E
( y , 0) ) CAB( u

m , E
( y , 0) ) ady +

      E
3

3QX
a
ABRS
QRS( u

m , E
( y , 0) ) QAB( u

m, E
( y , 0) ) a dy [ C ,

式中 C 为与m 无关正常数,以后 C 在不同的位置代表不同的正常数# 

让3#,#4表示 Vk ( X) 与 V
*
k ( X) 之间对偶内积,

  Q
t

0QX
p
E # u

m , . E
t a dydt = Q

t

0
3pE, um, E

t 4dt =

      Q
t

0

d
dt

3pE, um , E4dt - Q
t

0
3pEt , u

m , E4dt =
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      3pE( y , t ) , um, E
( y , t )4- 3pE( y , 0) , um, E

( y , 0) 4- Q
t

0
3pEt , um, E4dt # 

从( 6) , ( 8)知,

  - 3pE( y , 0) , um , E
( y , 0)4 [ C,

  3pE( y , t ) , um, E
( y , t ) 4 [

      +p
E
( y , t ) +V

*
k

( X) + u
m, E

( y , t ) +V
k
( X) [

      1
2D

+p
E
( y , t ) +2

V*
k

( X) +
D
2

+u
m, E

( y , t ) +2
V
k
( X) ,

式中 D为待定常数# 

  - Q
t

0
3pEt , um , E4dt [ Q

t

0
+p

E
t +V

*

k
( X) + u

m , E +V
k
( X) dt [

      Q
t

0
+p

E
t +2

V*
k

( X) dt + Q
t

0
+ u

m, E +2
V
k
( X) dt # 

对 u
m , E

( y , t ) I Vk ( X) , 由于

  E
A, B

+CAB( u
m, E

) +2
L
2
( X) + E

A, B
+QAB( um, E

) +2
L
2
( X)

1/2

与 +u
m, E

+V
k
( X) 等价(见[ 1] , [ 2] ) ,

故

  EQX
a
ABRS
CRS( u

m , E
) CAB ( u

m, E
) a dy +

E
3

3QX
a
ABRS
QRS( u

m , E
) QAB( u

m, E
) a dy \

      C E
A, B

+CAB( u
m , E

) + 2
L
2
( X) + E

A, B
+QAB( u

m , E
) +2

L
2
( X) \ C +u

m, E +2
V
k
( X) # 

取 D充分小使 C- D/ 2\C/ 2,将得到的所有不等式代入( * )式得:

  QX
[ u

m, E
t ( y , t ) ]

2
a dy + + u

m, E +2
V
k
( X) [

      C 1+ Q
t

0QX
[ u

m , E
t ( y , t ) ]

2
adydt # 

从Gronwall不等式得:

引理 211  若 p
E
( y , t ) , p

E
t ( y , t ) I L ] ( ( 0, T ) ; V

*
k ( X) ) , U( y ) I Vk ( X) , W0 ( y ) I

L2 ( X) ,则( 5) ~ ( 7) 的解 u
m, E

( y , t ) 有如下估计:

  QX
[ u

m, E
t ( y , t ) ]

2
a dy + + u

m, E
+

2
V
k
( X) [ C   ( 0 [ t [ T ) # 

3  存在唯一性

由引理211知,

u
m , E

( y , t ) 于 L ] ( ( 0, T ) ; Vk ( X) ) 中关于 m 一致有界 ,

u
m , E
t ( y , t ) 于 L ] ( ( 0, T ) ; L2 ( X) ) 中关于 m 一致有界 ,

故可选一子序列(为方便仍记为 u
m , E

( y , t ) ) 及存在函数 u
E
( y , t ) I L ] ( ( 0, T ) ; Vk ( X) )

使得 :

当 m y+ ] ,

  u
m, E

( y , t ) _
*
u
E
( y , t ) 于 L ] ( ( 0, T ) ; Vk ( X) ) 中, ( 10)

  u
m, E
t ( y , t ) _

*
u
E
t ( y , t ) 于 L ] ( ( 0, T ) ; L2 ( X) ) 中, ( 11)
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现证 u
E
( y , t ) 是问题的解# 引入 U的空间E # 

满足:

  
U( t ) = E

L
0

j= 1

Uj ( t ) wj ,   Uj ( t ) I C
1
[ 0, T ] ,

Uj ( T ) = 0, L0 任意有限# 
( 12)

由( 5)推出对 m = L \ L0 ,

  QX
u
L, E
tt ( y , t ) U( t ) ady + EQX

a
ABRS
CRS( u

L, E
) CAB( U( t ) ) ady +

      E
3

3QX
a
ABRS
QRS( u

L, E
) QAB ( U( t ) ) ady =

      QX
p
E # U( t ) ady# ( 13)

引入算子A: Vk ( X) y V
*
k ( X) ,

  P u, v I Vk ( X) ,

  3Au , v4= EQX
a
ABRS
CRS( u) CAB( v) ady +

      E
3

3QX
a
ABRS
QRS( u ) QAB( v) ady , ( 14)

( 13)可改写为

  3uL, Ett , U4+ 3AuL, E, U4 = 3pE, U4,

U由( 12) 给定,因此

  Q
T

0
[- 3uL, Et , Ut4+ 3AuL, E, U4- 3pE, U4] dt = 3W, U( 0) 4# ( 15)

在( 15)中令 L y+ ] , 对任意 U I E ,下式成立:

  Q
T

0
[- 3ut , Ut4+ 3Au , U4- 3pE, U4] dt = 3W, U( 0) 4# ( 16)

由于 wj 的有限线性组合在Vk ( X) 中稠密, ( 16) 对任意满足如下条件的 U皆成立

  U I C
1
( [ 0, T ] ; Vk ( X) ) , U( T ) = 0# 

由此推出, 定义在 ( 0, T ) 上取值在 Vk ( X) 中广义函数意义下

  utt + Au = p
E
, ( 17)

于是 utt = p
E
- Au I L ] ( 0, T ) ; V

*
k ( X) ) # 

在( 17)的两端取与 U I E 的内积并与( 16) 比较得:

  3W( y ) , U( 0)4 = 3ut ( y , 0) , U( 0)4 ( P U I E) ,

故 ut ( y , 0) = W0 ( y ) # 

由( 10) , ( 11)知

  u
L, E

( y , 0) _
*

u( y , 0)  于 L 2 ( X) 中 ,

而    u
L, E

( y , 0) y U0 ( y )  于 L2 ( X) 中# 

因此 u ( y , 0) = U0 ( y ) # 

现证解的唯一性,设 u( y , t ) 满足:

  u ( y , t ) I L ] ( ( 0, T ) ; Vk ( X) ) ,

  ut ( y , t ) I L ] ( ( 0, T ) ; L2 ( X) ) ,
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  utt ( y , t ) I L ] ( ( 0, T ) ; V
*
k ( X) )# 

和

  
utt + Au = 0,

u ( 0) = 0, ut ( 0) = 0# 
( 18)

对 U I C
1
( [ 0, T ] ; V

*
k ( X) ) ,由证明的第一部分知,存在函数 w使

  w I L ] ( ( 0, T ) ; Vk ( X) ) , wt I L ] ( ( 0, T ) ; L2 ( X) ) ,

  wtt I L ] ( ( 0, T ) ; V
*
k ( X) ) ,

  wtt + Aw = U ,

  w ( T ) = 0, wt ( T ) = 0# 

下列分部积分是允许的

  Q
T

0
3utt , w4dt = Q

T

0
3u , wtt4dt# ( 19)

( 18)的两端取与 w的内积并利用( 19) 即得:

  Q
T

0
3u, wtt + Aw4dt = 0 ,

即

  Q
T

0
3u, U4dt = 0, PU I C

1
( [ 0, T ] ; V

*
k ( X) ) ,

故 u = 0# 

定理 311  如果 U0 ( y ) I Vk ( X) , W0 ( y ) I L2 ( X) , p
E
( y , t ) , p

E
t ( y , t ) I L ] ( ( 0, T ) ;

V
*
( X) ) ,则问题( 2) ~ ( 4) 存在唯一解 u( y , t ) 满足 :

  u ( y , t ) I L ] ( ( 0, T ) ; Vk ( X) ) ,

  ut ( y , t ) I L ] ( ( 0, T ) ; L2 ( X) ) ,

  utt ( y , t ) I L ] ( ( 0, T ) ; V
*
k ( X) ) # 
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Existence and Uniqueness of Solutions to the

Dynamic Equations for Koiter Shells

Xiao Liming

( In stitute of Mathem atics , Fudan Univer sity , Shanghai 200433, P R China )

Abstract: In this paper the dynamic equations for Koiter shells by Galerkin method have been stud-

ied, and the existence and uniqueness to the solutions are got.

Key words: Galerkin method; the dynamic equations for Koiter shells; existence and uniqueness
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