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摘要:  在大系统控制中, H ] 分散控制方法将整个系统划分成一系列子系统分别研究, 然后综合

设计大系统的分散控制器, 这与结构力学中的子结构分析技术类似# 本着这一思想建立了分散

H ] 控制与子结构振动分析的模拟关系、分散控制系统的最优 H ] 范数与整体结构一阶本征值之

间的对应关系,进而利用结构力学中的模态综合法和扩展Wittrick_Williams 算法计算这一参数# 论

文的第( Ñ )部分主要介绍系统 H ] 控制及其本征函数的正交性和展开定理; 第( Ò )部分介绍分散

控制系统最优 H ] 范数计算的模态综合法及数值算例# 

关  键  词:  H ] 控制;  分散控制;  模态综合;  广义 Rayleigh 商;  扩展Wittrick_Williams 算法

中图分类号:  O32; TP273    文献标识码:  A

引   言

以论文第( Ñ)部分[ 1]
中H ] 控制子系统本征函数正交性和展开定理等内容为基础, 这里

将介绍分散控制系统最优 H ] 范数计算的模态综合法以及几个数值算例# 文中 ( Ñ _n) 表示

引用论文第( Ñ )部分[ 1]的公式 ( n) # 

1  大系统最优参数的计算 ) ) ) 模态综合

大系统的综合还是应当用变分原理# 对 H ] 控制来说首先是要求出大系统的基本本征值

C- 2
cr # 在本文第( Ñ) 部分中为简单起见,各子系统的号码未曾标记,也用 C- 2

cr ,但可以从上下文

看出讲的是子系统# 本节的 C- 2
cr 指的则是全系统的本征值# 

在原有状态/对偶空间分析问题比较复杂,转换到子系统的本征解空间作分析可以使问题

得到简化,子系统的划分规则是使子系统的状态向量互相独立# 全系统的状态向量 x 成为子

系统状态向量x
( i )
的直和(文中上标( i ) 表示第 i个子系统而下标i表示第i阶本征值) ,相应地
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其对偶向量 K也是 K( i) 的直和# 

初看起来, 只要采用全部子系统的本征解来展开就可以了, 但这是对仅有一类变量的变分

原理而言# 变分原理( Ñ_27)有对偶的两类变量,即 x 与 K, 独立地变分, 并且对于泛函是取最

小 _最大(min_max)# 以往按本征解展开的理论是对于一类变量自共轭算子的定理,其本征函

数集可以覆盖变量空间, 而对于两类变量的变分问题, 这些本征函数只能覆盖状态向量空间部

分,因此还需要覆盖对偶向量空间的函数集# 即第 1个子系统的状态向量 x
(1)
用其本征向量

的状态向量部分 x
( 1)
j 来展开,同样第 1个子系统的对偶向量 K

(1)
用其本征向量的对偶向量部

分 K(1)
j 来展开# 当前这两个展开式的系数是互相无关的, 也就是说,状态向量与其对偶向量

应分别展开# 即 p = 2, 即两个子系统时,有

  x( t ) =
x

( 1)

x
( 2) =

6
j

b
(1)
j x
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j

6
k

b
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k x
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  K( t ) =
K(1)

K(2)
=

6
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根据线性组合的原理,也可以将系数 a
( i)
k 的形函数取为子系统的全本征向量,于是

  x( t ) =
x

( 1)

x
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=

6
j
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相当于

  M( t ) =
M(1)

M(2)
=

6
j

( a
(1)
j U(1)
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j B
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其中 a
(1)
j 、a

(2)
k ; b

(1)
j 、b

(2)
k 为待定参数,这些参数应当由变分原理( Ñ_27) 来确定, B( i )j 表示对应

于向量函数 B( i ) = ( x
( i)

)
T
, 0

T T 的第 j 阶本征函数( i = 1, 2)# 

原系统变分泛函的构成为 01 与 02, 回顾公式( Ñ _11) , 由于原系统矩阵的构成特点,

( Ñ_25) 与( Ñ_26) 中的各项除 A阵外,都是分立的# 因此 01与 02是各子系统的变分泛函

0 ( i )
1 与 0 ( i )

2 之和,再加上 A阵中含有E的非对角子矩阵# 这里先将 0 ( i )
1 与 0 ( i)

2 计算出来(见

方程( Ñ_25)和( Ñ_26) )
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理论上讲本征函数展开需要取无穷多项,但实际上, 只需要取有限多项就可以了[ 2, 3]# 设子系

统1和 2分别取 ne1和 ne2项展开,将 x
( i )、K( i ) 代入,根据正交归一条件以及展开定理,可以导

出
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其中
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2 , ,, x

( i)
n
ei 是( i ) 号子系统本征向量函数组成的子矩阵, X
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f 是矩阵 X
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在 t = t f时的值, b
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= b
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1 , b

( i)
2 , ,, b

( i )
n
ei

T
是参数组成的待定向量# 由于第 i个子系统可

控制可观测的性质, 因此 C
( i)
c 是对称正定矩阵

[ 4]# 并且有
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其中
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式中上标 ( i ) 代表子系统序号, 下标 j 代表本征解的阶次# 

子系统交互项可以导出为

  01m = - Q
t
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其中
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由此可组成矩阵 C
(12) 与 C

(21)
, 于是
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综合方程( 6)与( 7)给出整个系统的泛函

  01 = 0 (1)
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1 + 0 1m , ( 10a)
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将两个子系统的待定参数组成未知向量
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有
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由于全部子系统皆为可控制可观测,对于参数向量 b 取最大可以先行对 01完成, 得到对 a 的

二次齐次型

  01( a) = a
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a, ( 13a, b)

其中
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这样就仅剩下了对向量 a取最小# 寻求全系统H ] 控制的最优参数 C
- 2
cr 成为下列本征值问题

  C- 2
cr = min

a

01( a)
0 2( a)

, ( 15)

这是典型的有限维 Rayleigh商,有多种方法求解# 

2  数 值例 题

例 1  设两个子系统矩阵为

  A11 =
0. 0 0. 934

1. 0 0. 036
, A22 =

0. 1 0. 934

1. 0 0. 1
,

  A12 =
1. 0 2. 0

3. 0 4. 0
, A21 =

2. 0 1. 0

3. 0 2. 0
,

  C11 =
1. 0 0. 0

0. 0 0. 3
, C22 =

1. 0 0. 0

0. 0 0. 3
,

  Bw11 = I2, Bw22 = I2, Bu11 = I2, Bu22 = I2,

  S f = 04, tf = 1. 6, E= 0. 5# 

对每个子系统, 分别计算前 11阶本征函数, 即 ne1 = ne2 = 11, 然后用模态综合法计算整体系

统的本征值,其中前 3阶本征值分别为

  C- 2
1 = 1. 001 20; C- 22 = 3. 142 02; C- 2

3 = 7. 431 73# 

另外,按整体大系统计算
[ 5]
得到的前3阶本征值分别为

  C- 2
1 = 1. 003 48; C- 22 = 3. 298 76; C- 2

3 = 7. 644 88,

可以发现两种方法计算的结果是相符的# 当然H ] 控制问题只需要最低阶本征值, 因为系统

最优 H ] 范数 Ccr = C1# 注意在本算例中, 非对角子矩阵 A12和 A21中存在比对角子矩阵 A11

和 A22的元素大的元素# 

例 2  本例中矩阵 A 和Bu 参数取自文献[ 6]第 226页的例题# 

  A11 =
- 1. 0 0. 5

0. 1 - 2. 0
, A12 =

0. 1 0. 5 0

- 0. 5 0. 2 - 0. 1
,
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  A21 =

0. 2 0

0. 1 - 0. 2

0. 4 0. 1

, A22 =

- 5. 0 0. 5 - 1. 0

0 - 2. 0 0

- 0. 5 0 - 4. 0

,

  C11 = I2, C22 = I3,

  Bu11 =
1. 0

0. 0
, Bu22 =

0. 0

1. 0

1. 0

, Bw11 = I2, Bw22 = I3,

  S f11 = 02, Sf22 = 03, t f = 1. 0, E= 1. 0# 

对每个子系统, 分别计算前 12阶本征函数, 即 ne1 = ne2 = 12, 然后用模态综合法计算整体系

统的本征值,其中前 3阶本征值分别为

  C- 2
1 = 5. 526 06; C- 22 = 9. 285 35; C- 2

3 = 10. 634 58;

当然也可以按整体大系统计算前 3阶本征值

  C- 2
1 = 5. 525 66; C- 22 = 9. 285 21; C- 2

3 = 10. 634 46# 

两种方法的结果是相符的,当然H ] 控制问题中仅需第一阶特征值# 

例3  系统为 9阶,首先取 S f = 09计算,然后再取 Sf = 0. 1 @ I9计算# 子系统的构成如下

所示

  A =
A11 EA12

EA21 A22

=

     

0 0. 545 0 0 0 - 0. 545 0 0 0

- 6 - 0. 05 6 0 0 0 0 0 0

0 0 - 3. 33 3. 33 0 0 0 0 0

0 - 5. 21 0 - 12. 5 0 0 0 0 0

1 0. 425 0 0 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 - 0. 05 6 0 0

0 0 0 0 0 0 - 3. 33 3. 33 0

0 0 0 0 0 - 5. 21 0 - 12. 5 0

- 1 0 0 0 0 0. 425 0 0 0

,

  Bu =
Bu11 0

0 Bu22

=

0 0

0 0

0 0

12. 5 0

0 0

0 0

0 0

0 12. 5

0 0

, Bw = I9, C = I9, t f = 0. 5# 

对第一种末端条件, 每个子系统分别计算前 15阶本征函数,再利用模态综合法计算整体系统

的本征值,前 3阶本征值分别为

  C- 2
1 = 2. 618 57; C- 22 = 7. 284 67; C- 2

3 = 9. 346 17;

而对大系统直接计算得到的结果是
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  C- 2
1 = 2. 618 57; C- 22 = 7. 284 67; C- 2

3 = 9. 346 17# 

对第二种末端条件,每个子系统分别计算前 15阶本征函数,再利用模态综合法得到的前 3阶

本征值分别为

  C
- 2
1 = 1. 791 35; C

- 2
2 = 5. 608 58; C

- 2
3 = 6. 532 11;

直接计算大系统前 3阶本征值的结果为

  C- 2
1 = 1. 791 08; C- 22 = 5. 598 07; C- 2

3 = 6. 530 56# 
对两种不同的末端条件, 不同方法的计算结果都是一致的# 

例 4  考虑下列 6阶系统

  A =
A11 EA12

EA21 A22
=

0 1. 0 0. 5 1. 0 0. 6 0

- 2. 0 - 3. 0 1. 0 0 0 1. 0

0. 5 1. 0 0 2. 0 1. 0 0. 5

0 - 0. 5 1. 0 3. 0 0 - 0. 5

1. 0 0 1. 0 0 0 1. 0

0 0. 5 0. 5 0 - 3. 0 - 4. 0

,

  Bu =
Bu11 0

0 Bu22

=

0 0 0 0

1. 0 0 0 0

0 3. 0 0 0

0 0 4. 0 0

0 0 0 2. 0

0 0 0 2. 0

,

  Bw = I6, C = I6, Sf = 0. 1 @ I6, tf = 1. 6# 

对每个子系统分别计算前 15阶本征函数,再利用模态综合法计算整体系统的前 3阶本征值

  C- 2
1 = 1. 745 90; C- 22 = 4. 174 16; C- 2

3 = 7. 473 65;

作为比较,直接计算大系统的前3阶本征值为

  C- 2
1 = 1. 745 63; C- 22 = 4. 161 83; C- 2

3 = 7. 478 45;

可以看到两种方法的计算结果符合得很好# 

3  结 束语

结构静力学与 LQ最优控制相模拟,也与Kalman_Bucy 滤波相模拟# H ] 控制与H ] 滤波

中的最优参数 C- 2
cr 则与结构动力学中的稳定性与结构振动本征值相模拟# 本文进一步说明,

结构力学中的子结构分析与分散控制理论也存在模拟关系,分散H ] 控制系统的临界参数 C- 2
cr

的确定与整体结构分析中的本征值问题相似,从而分散控制系统的最优 H ] 范数可以利用子

结构振动分析中的模态综合法计算# 因此结构力学以及最优控制的许多方法相互间可以互

补,以求得共同发展,这是很有希望的方向# 
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Abstract: When using H ] techniques to design decentralized controllers for large systems, the whole

system is divided into subsystems, which are analysed using H ] control theory before being recom-

bined. An analogy was established with substructural analysis in structural mechanics, in which H ]

decentralized control theory corresponds to substructural modal synthesis theory so that the optimal

H ] norm of the whole system corresponds to the fundamental vibration frequency of the whole struc-

ture. Hence, modal synthesis methodology and the extended Wittrick_Williams algorithm were trans-

planted from structural mechanics to compute the optimal H ] norm of the control system. The or-

thogonality and the expansion theorem of eigenfunctions of the subsystems H ] control are presented

in part (Ñ ) of the paper. The modal synthesis method for computation of the optimal H ] norm of

decentralized control systems and numerical examples are presented in part ( Ò ).

Key words: H ] control; decentralized control; modal synthesis; generalized Rayleigh quotient; ex-

tended Wittrick_Williams algorithm
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