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摘要:  本文引入和研究 Banach 空间中一类增生型变分包含解的存在性及其Mann 和 Ishikawa迭代

程序的收敛性问题# 本文结果是张石生,丁协平, Hassouni, Kazmi, Siddiqi, Zeng的相应结果的改进和
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引   言

本文以下设X 是一实Banach空间, X
* 是其对偶空间, 3#, #4表X 与X

* 间的配对, D ( T) ,

R ( T) 分别表映象 T 的定义域和值域# 

设 T , A : X y X , g: X y X
* 是三个映象, U: X * y R G + ] 为真凸的下半连续泛函# 

所谓的 Banach空间中的变分包含问题 VVIP( T , A , g , U) 是对给定的 f I X ,求 u I X 使得

  
g( u ) I D(5U) ,

3Tu - Au - f , v - g( u)4 \ U( g( u) ) - U( v ) ,   Pv I X
*
,

(1)

其中 5U表 U的次微分# 

现考虑 VVIP ( T , A , g, U) (1) 的某些特殊情形 :

11 当 X 是Hilbert空间 H 时,则(1) 等价于对给定的 f I H ,求 u I X ,使得

  
g( u ) I D(2U) ,

3Tu - Au - f , v - g( u)4 \ U( g( u) ) - U( v ) ,   Pv I H ,
(2)

(2)称为 Hilbert空间中的变分包含问题, 它曾在 Hassouni_Moudafi[ 1] , Ding[ 2, 3] , Chang [ 4, 5]

Kazmi[ 6] , Zeng[ 7]中研究过# 

21当 X 是Hilbert空间H , 而 U= DK 时,这里 K 是H 中之一非空闭凸集, DK 是K 的指示函

数,即

  DK ( x ) =
0, x I K ,

+ ] ,   x I/ K# 

则变分包含问题( 1)等价于:对给定的 f I H ,求 u I K ,使得
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g( u ) I K ,

3Tu - Au - f , v - g( u)4 \ 0,   Pv I K# 
(3)

( 3)称为强非线性拟变分不等式问题,它曾在Noor[ 8, 9] , Siddiqi等[ 10, 11]中研究过# 

本文的目的是在 Banach空间的框架下引入和研究一类增生型变分包含解的存在性唯一

性及其Mann和 Ishikawa迭代程序的收敛性问题# 本文结果改进和推广了 Ding[ 2, 3] , Chang[ 4,

5] ,Hassouni_Moudafi[ 1] ,Kazmi[ 6] , Siddqi等[ 10, 11]及 Zeng[ 7]中的相应结果# 

1  预 备知 识

映象 J : X y 2
X*

称为正规对偶映象,如果

  J ( x ) = f I X
*
: 3x , f 4= +x +#+f + , +f + = +x + ,   x I X # 

对任一 x I X ,由Hahn_Banach定理知 J ( x ) X ª, 故 D( J ) = X# 对任一 f I J ( x ) 称为 x 的

支撑泛函# 设 x 0 I SX = x I X : +x + = 1 ,如果在 x 0处有唯一的支撑泛函,则称X 在x 0

处是光滑的# 如果 X 在SX 的每一点处有唯一的支撑泛函, 则称 Banach空间 X 是光滑的# 

Banach空间 X 称为一致光滑的,如果其光滑模 QX ( S) :

QX( S) = sup
1
2
( +x + y + + +x - y +) - 1: x , y I X , +x + = 1, +y + [ S

S > 0, 满足条件: QX ( S) / S y 0( S y 0) # 

由前述定义,易知下列结论成立:

命题 111[ 12]  设 X 是一实 Banach空间,则

1) X 是光滑的 Z J 是单值的 Z J 是强_弱* 连续;

2) X 是一致光滑的,则 X 是光滑的自反 Banach空间,而且 J 是单值的并在X 的任一有界

集上是一致连续的# 

定义 111  映象 T : D (T) < X y X 称为增生的,如果对任给的 x , y I D( T) , 存在 j ( x -

y ) I J ( x - y ) 使得

  3Tx - Ty , j ( x - y )4 \ 0;

映象 T: D(T) < X y X 称为强增生的, 如果存在常数 k I (0, 1) 使得 Px , y I D(T ) 存

在 j ( x - y ) I J ( x - y ) 满足

  3Tx - Ty , j ( x - y )4 \ k# +x - y +2
,

上式中的 k 称为T 的强增生常数# 

命题 112  设X 是一实的光滑的 Banach空间, T : X y X 是一强增生映象, k I ( 0, 1) 为其

强增生常数,设 S: X y X 是一增生映象,则 T + S : X y X 也是一具强增生常数k 的强增生映

象# 

证明  因 X 是光滑的,由命题111知正规对偶映象 J : X y 2X
*

是单值的, 于是对任意的 x ,

y I X 有

  3( T + S) x - ( T + S ) y , J ( x - y )4= 3Tx - Ty , J ( x - y )4+

      3Sx - Sy , J ( x - y )4 \ k# +x - y +2# 

结论得证# 

以后我们还需用到下面的引理# 

引理 111[ 13]  设 X 是一实 Banach空间,则对任意的 x , y I X ,下面的不等式成立 :
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  +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x + y )4,   Pj ( x + y ) I J ( x + y ) # 

引理 112[ 14]  设 an 、 bn 、 cn 是三个非负实数列,满足条件: 存在 n0,当 n \ n0 时

  an+ 1 [ (1- tn ) an + bn + cn,

其中 tn I (0, 1) , E
]

n= 0

tn = + ] , bn = o ( tn ) , E
]

n= 0

cn < + ] # 则 an y 0( n y+ ] ) # 

引理 113  设 X 是一实的自反 Banach空间,则下列结论等价:

( � ) x
* I X 是变分包含问题(1) 的解;

( � ) x
* I X 是映象S : X y 2X :

  S( x ) = f - ( Tx - Ax + 5U( g( x ) ) ) + x

的不动点;

( � ) x
* I X 是方程f I Tx - Ax + 5U( g( x ) ) 的解# 

证明( � ) ] ( � )  设 x
* I X 是变分包含问题(1) 的解,故 g( x

*
) I D(5 U) 且

  3Tx *
- Ax

*
- f , v - g( x

*
)4 \ U( g( x

*
) ) - U( v ) ,   Pv I X

* # 

于是由 U的次微分 5U的定义,由上式得知

  f + Ax
*
- Tx

* I 5 U( g ( x
*
) ) , (4)

即 x
*
是方程 f I Tx - Ax + 5 U( g( x ) ) 的解# 

( � ) ] ( � )# 在( 4)两端加上 x
*
,即得

  x
* I f - ( Tx

*
- Ax

*
+ 5 U( g ( x

*
) ) ) + x

*
= Sx

* # (5)

故 x
*
是 S 的不动点# 

( � ) ] ( � )# 由( 5)即得 f - ( Tx
*
- Ax

*
) I 5 U( g ( x

*
) ) , 故由 5U的定义得知

  U( v ) - U( g ( x
*
) ) \3f - ( Tx

*
- Ax

*
) , v - g ( x

*
)4,   Pv I X

*

即    3Tx *
- Ax

*
- f , v - g( x

*
)4 \ U( g( x *

) ) - U( v ) ,    Pv I X
* # 

故 x
*
是变分包含问题(1) 的解# 证毕# 

2  主 要结 果

定理 211  设 X 是实的一致光滑的 Banach空间, T , A : X y X , g: X y X
* 是 3个连续的

映象,而 U: X * y R G + ] 是具连续的 G¾teaux 微分 5U的泛函, 且满足下面的条件:

( � ) T - A: X y X 是具强增生常数 k I (0, 1) 的强增生映象;

( � ) 5U. g: X y X 是增生的# 

对任给的 f I X ,定义映象 S : X y X 如下:

  Sx = f - ( Tx - Ax + 5 U( g ( x ) ) ) + x ,

如果 S 的值域R ( S) 有界,则对任给的 x0 I X ,由下式定义的 Ishikawa迭代序列 xn :

  
x n+ 1 = (1 - An ) x n+ AnSy n,

y n = (1- Bn) xn + BnSx n,
  n = 0, 1, 2, , (6)

强收敛于变分包含( 1)的唯一解,其中 An 、 Bn 是[ 0, 1] 中的序列, 满足条件:

  An y 0, Bn y 0, E
]

n= 0

An = ] # (7)

证明  因 X 是一致光滑的,由命题 111知, X 是光滑的自反 Banach空间,且正规对偶映象

J 是单值的# 
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1) 先证变分包含( 1)存在唯一解# 

由条件( � )、( � )及命题 112,映象 T - A + 5 U. g: X y X 是具强增生常数 k I (0, 1) 的

强增生的连续映象# 于是由Morales[ 15] 知 T - A + 5 U. g 是满射的# 故对任给的 f I X ,

方程 f = ( T - A + 5 U. g ) ( x ) 在 X 中有解x
* # 由于 X 是一致光滑的,故 X 是自反的,于是

由引理113知这一 x
* 是变分包含(1) 的解,且 x

* 也是映象 S 的不动点, 即 x
*

= Sx
* # 

下证 x
* 是变分包含(1) 在X 中的唯一解# 设不然 u

* I X 也是(1) 的解,因而 u
* 也是

S 的不动点,于是有

  +x
*
- u

* +2
= 3x *

- u
*
, J ( x

*
- u

*
)4= 3Sx *

- Su
*
, J ( x

*
- u

*
)4=

      3f - ( T - A + 5 U. g) ( x
*
) + x

*
- (f - ( T - A + 5U. g ) ( u

*
) +

      u
*
, J ( x

*
- u

*
) )4=

      +x
*
- u

* +2
- 3( T - A + 5 U. g) ( x

*
) - ( T -

      A + 5 U. g) ( u
*
) , J ( x

*
- u

*
)4 [

      +x
*
- u

* +2
- k +x

*
- u

* +2
,

因 k I (0, 1) ,由上式即得 +x
*
- u

* +2
= 0,故 x

*
= u

*
,从而得证 x

*
是变分包含( 1) 的唯

一解# 

2) 现证 Ishikawa迭代序列 x n y x
* # 

由假设: S 的值域R ( S ) 有界# 令

  M = sup +Sx - x
* + + +x 0- x

* +: x I X # (8)

下证对一切 n , n = 0, 1, 2, ,

  +xn - x
* + [ M, +yn - x

* + [ M# (9)

事实上,当 n = 0时,由(8) 知 +x 0- x
* + [ M ,于是有

  +y 0- x
* + = +(1 - Bn) ( x 0- x

*
) + Bn ( Sx 0- x

*
) + [

(1- Bn ) +x 0- x
* + + Bn +Sx 0- x

* + [ M # 

设( 9)对 n = k \ 0成立,于是当 n = k + 1时有

  +xk+ 1- x
* + = +(1 - Ak ) ( x k - x

*
) + Ak( Syk - x

*
) + [

(1- Ak) +xk - x
* + + Ak +Syk - x

* + [ M,

  +yk+ 1- x
* + = +(1 - Bk+ 1) ( x k+ 1 - x

*
) + Bk+ 1( Sxk+ 1- x

*
) + [

(1- Bk+ 1) +xk+ 1- x
* + + Bk+ 1+Sx k+ 1 - x

* + [ M # 

故( 9)得证# 

另因正规对偶映象 J 是单值的,于是由(6) 及引理111有
  +xn+ 1- x

* +2
= +(1 - An ) ( x n - x

*
) + An ( Sy n- x

*
) +2 [

      ( 1- An)
2 +x n - x

* +2
+ 2An3Syn - x

*
, J ( xn+ 1- x

*
)4=

      ( 1- An)
2 +x n - x

* +2
+ 2An3Syn - x

*
, J ( yn - x

*
)4+

      2An3Sy n- x
*
, J ( x n+ 1 - x

*
) - J ( y n - x

*
)4# ( 10)

现考虑( 10)右端第 2项:

  3Syn - x
*
, J ( yn - x

*
)4= 3Sy n- Sx

*
, J ( y n- x

*
)4=

      3f - ( T - A + 5 U. g) ( y n) + yn - ( F - (T - A + 5U. g) ( x
*
) +

      x
*
, J ( y n - x

*
) )4=
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      +y n- x * +2
- 3( T - A + 5 U. g ) ( yn) - ( T - A +

      5U. g ) ( x
*
) , J ( y n - x

*
)4 [ (1 - k ) +yn - x * +2

(因 T - A + 5 U. g 是具强增生常数 k I (0, 1) 的强增生映象) # 

另由( 6)及引理 111有
  +yn - x * +2

= +(1- Bn) ( xn - x
*
) + Bn ( Sx n - x

*
) +2 [

      ( 1- Bn )
2+x n- x

* +2
+ 2Bn3Sx n - x

*
, J ( y n- x * )4 [

      +x n- x
* +2

+ 2Bn +Sxn - x
* +# +yn - x

* + [

      +x n- x
* +2

+ 2BnM
2 # 

把上式代入前一式得

  3Syn - x
*
, J ( yn - x

*
)4 [ (1- k ) +x n - x

* +2
+ 2BnM

2 # (11)

现考虑( 10)右端第 3项,令

  en = | 3Syn - x
*
, J ( xn+ 1- x

*
) - J ( yn - x

*
)4 | [

M# +J ( xn+ 1- x
*
) - J ( yn - x

*
) + # 

因    x n+ 1- x
*
- ( y n- x

*
) = xn+ 1 - yn =

      ( Bn - An) xn + AnSy n - BnSxn# (12)

又因 xn 、Syn 、Sx n 均有界,而 An y 0、Bn y 0( n y ] ) ,于是由(12) 知

  x n+ 1- x
*
- ( y n- x

*
) y 0   ( n y ] ) # 

故由 J 的一致连续性,知 +J ( xn+ 1- x
*
) - J ( y n- x

*
) + y 0( n y ] ) ,于是得知

  en y 0# (13)

从而由( 10)、( 11)和( 13)得知

  +xn+ 1- x
* +2 [ [ (1- An)

2
+ 2An(1 - k ) ] +x n- x

* +2
+

      2An [ (1- k) # 2BnM
2
+ en] =

      ( 1+ A
2
n- 2Ank ) +xn - x

* +2
+ 2An [ (1 - k )2BnM

2
+ en ] =

      [ 1- Ank + An( An - k ) ] +x n- x
* +2

+

      + 2An [ (1- k )2BnM
2
+ en ]# (14)

因 An y 0( n y ] ) ,故存在 n0,当 n \ n0时 An < k# 于是当 n \ n0 时,由(14) 可得

  +xn+ 1- x
* +2 [ (1- Ank ) +xn - x

* +2
+ 2An [ (1- k)2BnM

2
+ en] # ( 15)

令

  +xn - x
* +2

= an, Ank = tn , 2An [ (1- k) 2BnM
2
+ en ] = bn ,

cn = 0# 故(15) 可写成

  an+ 1 [ (1- tn ) an + bn ,

并且 an 、 bn 、 cn 、 t n 满足引理 112中的条件,故 an y 0,即 x n y x
*
( n y ] ) # 

定理证毕# 

在定理 211中如果 Bn = 0, n = 0, 1, 2, ,, 因而 y n = xn , Pn \ 0, x n+ 1 = (1 - An) xn +

AnSx n, n \ 0# 故有下面的结果# 

定理 212  设X、T、A、U、S、g满足定理211中的条件,则对任给的 f I X ,变分包含(1) 在

X 中存在唯一解,而且对任给的 x 0 I X ,由下式定义的Mann迭代序列 xn :

  x n+ 1 = (1 - An ) x n+ AnSx n,   n \ 0 (16)

555Banach 空间中增生型变分包含解的Mann 和 Ishikawa迭代逼近



强收敛于变分包含( 1)的唯一解,上式中的 An 满足定理 211中的条件# 

定理 213  设 X 是一实 Banach空间, T , A : X y X 是两个一致连续的映象, g: X y X
*
是

任一映象,且 T - A 是具强增生常数 k I (0, 1) 的强增生映象,对任给的f I X , 定义映象 S: X

y X 如下:

  S( x ) = f - ( T - A ) ( x ) + x# (17)

如果 S 的值域有界,则对任给的 x 0 I X ,由下式定义的 Ishikawa 迭代序列 xn :

  
x n+ 1 = (1 - An ) x n+ AnSy n,

y n = (1- Bn) xn + BnSx n,
  n \ 0

强收敛于变分不等式

  3Tx - Ax - f , v - g ( x )4 \ 0,   Pv I X (18)

的唯一解,其中 An 、 Bn 是满足定理 211中条件的序列# 

证明  因 T - A : X y X 是一致连续的强增生映象,故T - A 是满射的# 故对任给的 f I

X ,方程 f = ( T - A) x 在X 中存在唯一解 x
* # 因而 x

* 是 S 在X 中的唯一不动点# 另外易

知 x
* 也是变分不等式(18) 的唯一解# 

因 S 的值域有界,令

  M = sup +Sx - x
* + + +x 0- x

* +: x I X # 

仿定理211的证明, 一样可证

  +xn - x
* + [ M, +yn - x

* + [ M ,   Pn \ 0# 

于是由引理111,对任意的 j ( xn+ 1- x
*
) I J ( x n+ 1- x

*
) 有

  +xn+ 1- x
* +2

= +(1 - An ) ( x n - x
*
) + An ( Sy n- x

*
) +2 [

      ( 1- An)
2 +x n - x

* +2
+ 2An3Syn - x

*
, j ( xn+ 1- x

*
)4 =

      ( 1- An)
2 +x n - x

* +2
+ 2An3Syn+ 1 - x

*
, j ( xn+ 1- x

*
)4+

      + 2An3Sy n - Sxn+ 1, j ( xn+ 1- x
*
)4# ( 19)

现考虑( 19)中的第 2项# 

  3Sxn+ 1- x
*
, j ( xn+ 1- x

*
)4 = 3Sxn+ 1- Sx

*
, j ( xn+ 1- x

*
)4 =

      3f - ( T - A ) ( xn+ 1) + x n+ 1- (f - ( T - A) ( x
*
) + x

*
) , j ( xn+ 1- x

*
)4 =

      +x n+ 1- x
* +2

- 3( T - A ) ( xn+ 1) - ( T - A) ( x
*
) , j ( xn+ 1- x

*
)4 [

      ( 1- k ) +x n+ 1 - x
* +2# ( 20)

现考虑( 19)中右端第 3项# 令

  hn = | 3Sy n - Sxn+ 1, j ( xn+ 1- x
*
)4 | ,

于是有

  hn [ M#+Sy n - Sxn+ 1 + # ( 21)

因

  y n - xn+ 1 = ( 1- Bn ) x n+ BnSxn - (1- An) x n - AnSy n =

      ( An- Bn) xn + BnSx n+ AnSyn # 

由于 xn 、Sxn 、Syn 均有界且An y 0、Bn y 0, 故 yn - x n+ 1 y 0( n y ] )# 因 T 和A 一致

连续,故 S 也一致连续# 从而有 Sy n- Sx n+ 1 y 0( n y ] ) ,这就证明了

  hn y 0   ( n y ] )# (22)
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由( 19) ~ ( 20)、( 22)得知

  +xn+ 1- x
* +2 [ (1- An)

2 +xn - x
* +2

+

2An (1- k) +x n+ 1- x
* +2

+ 2Anhn# 

化简得

  +xn+ 1- x
* +2 [

(1- An)
2

1- 2An(1 - k )
+x n- x

* +2
+

2Anhn

1- 2An(1 - k )
# (23)

因    
(1 - An )

2

1 - 2An (1- k )
= 1 -

2k - An
1- 2An(1- k )

An;

又因 (2k - An) / (1- 2An (1- k) ) y 2k ( n y ] ) ,故存在 n1, 当 n \ n1 时

  
2k - An

1 - 2An (1- k )
> k ,

于是当 n \ n1时,由(23) 得知

  +xn+ 1- x
* +2 [ (1- kAn ) +xn - x

* +2
+

2Anhn
1- 2An(1- k)

# 

令 +x n - x
* +2

= an , kAn = tn , bn = 2Anhn/ (1 - 2An(1 - k ) ) , cn = 0,故有

  an+ 1 [ (1- tn ) an + bn ,   Pn \ n1# 

并且满足引理 112中的条件,从而得知 An y 0( n y ] ) , 即 x n y x
*
( n y ] )# 证毕# 
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On the Mann and Ishikawa Iterative Approximation

of Solutions to Variational Inclusions with

Accretive Type Mappings in Banach Spaces

Zhang Shisheng

( Depa rtm ent of Mathema tics , Sichuan Un iver sity , Chengdu 610064, P R China )

Abstract: The purpose of this paper is to introduce and study the existence of solutions and conver-

gence of Mann and Ishikawa iterative processes for a class of variational inclusions with accretive type

mappings in Banach spaces. The results presented in this paper extend and improve the corresponding

results by Chang, Ding, Hassouni, Kazmi, Siddiqi, Zeng, et al.

Key words: variational inclusion; accretive mapping; Mann iterative sequence; Ishikawa iterative se-

quence
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