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变质量完整力学系统的 Lie对称与守恒量
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摘要: � 研究变质量完整系统的 Lie对称和守恒量�� 利用常微分方程在无限小变换下的不变性建

立系统Lie对称的确定方程�� 给出结构方程和守恒量�� 举例说明结果的应用��
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前 � �言

由于空间技术以及其它工业技术的发展,变质量系统动力学的研究显得越来越重要��人

们建立了变质量系统的运动微分方程[ 1~ 3] ,Hamilton原理[ 3, 4] , Noether 理论[ 5]等��自 70年代末

对常质量力学系统的 Lie对称研究取得重要进展[ 6]��本文考虑变质量完整系统的 Lie 对称,建

立Lie对称的确定方程, 并给出结构方程和守恒量��研究两类问题:由 Lie对称求守恒量; 由已

知积分求 Lie对称��

1 �系统的运动方程

研究 N 个质点的力学系统,在时刻 t , 第 i 个质点的质量为mi ( i = 1, � , N) ;在时刻 t +

d t ,由质点分离(或并入) 的微粒的质量为 dmi�� 设系统的位形由 n 个广义坐标 qs( s = 1, � ,

n ) 来确定并设
[ 1]

� � mi = mi ( t , q, �q)�� (1)

运动方程可表为[ 2]

� � d
dt
�L
��qs -

�L
�qs = Qs + Ps � � ( s = 1, � , n) , (2)

其中 L 为系统的 Lagrange函数, Qs 为非势广义力, Ps 为广义反推力, 有[ 1, 2]

� � Ps = �
N

i= 1
( Ri + �mi�ri ) �

�ri
�qs

-
1
2
�r i � �ri

�mi

�qs
+

d
dt

1
2
�r i � �r i

�mi

��qs
, (3)

这里 ri、�r i分别为第 i 个质点的矢径和速度,而

� � Ri =
dmi

dt
ui , (4)
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ui 为微粒相对第 i 个质点的速度��

将方程( 2)展开, 可求出所有广义加速度[ 7] ,记作

� � �qs = �s( t , q, �q ) � � ( s = 1, � , n)�� (5)

2 �Lie对称正问题

引入无限小变换

� � t
*

= t + � t , q
*
s = qs + �qs � � ( s = 1, � , n) (6)

或其展开式

� � t
*

= t + ��0( t , q, �q) , q
*
s = qs + ��s( t , q, �q) � � ( s = 1, � , n)�� (7)

取无限小变换生成元向量

� � X
(0)

= �0
�
�t + �

n

s= 1

�s
�
�qs

(8)

和它的一次扩展

� � X
(1)

= X
( 0)

+ �
n

s= 1
( �
�

s - �qs�
�

0)
�
��q s
�� (9)

方程( 5)在无限小变换( 7)下的不变性归为如下确定方程

� � ��s - �qs��0- 2��0�s = X
( 1)

( �s) � � ( s = 1, � , n)�� (10)

如果无限小变换生成元 �0、�s 满足方程(10) ,则称变换是系统的Lie对称变换��我们有

命题 �对于满足确定方程( 10)的生成元 �0、�s,如果存在满足结构方程

� � L��0+ X
( 1)

( L ) + �
n

s= 1

( Qs + Ps) ( �s - �qs�0) + �G = 0 (11)

的规范函数 G = G( t , q, �q) ,则变质量完整系统有如下形式的守恒量

� � I = L�0+ �
n

s= 1

�L
��q s

( �s - �qs�0) + G = const�� (12)

证明

� � dI
dt

= �L�0+ L��0+ �
n

s= 1

�L
��qs

(��s - �q s�0- �qs��0) + �
n

s= 1

( �s - �qs�0)
d

dt
�L
��q s

-

L��0- X
(1)

( L ) - �
n

s= 1
( Qs+ Ps ) ( �s- �q s�0) =

�
n

s= 1

( �s - �qs�0)
d

dt
�L
��q s

-
�L
�qs - Qs - Ps = 0��

对常质量完整系统, 上述命题给出文献[ 6]的一个结果��

Lie对称正问题的解法如下: 首先,对给定的变质量完整系统建立确定方程( 10) ,并求出生

成元 �0、�s ;其次,将生成元代入结构方程(11) 求得 �G ,如果 �G 为零或为某函数的全导数, 则可

求出规范函数 G;最后, 将所得 �0、�s、G 代入式(12) 可求得 Lie对称的守恒量��

3 �Lie对称逆问题

假设系统有积分

� � I = I ( t , q, �q) = const�� (13)

将其对 t 求导数,得
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� � dI
dt

=
�I
�t + �

n

s= 1

�I
�qs�qs +

�I
��qs�q s = 0�� (14)

将方程( 2)两端乘以

� � �
-

s = �s - �qs�0, (15)

并对 s 求和,得到

� � �
n

s= 1

�
-

s
d

dt
�L
��q s

-
�L
�qs - Qs - Ps = 0�� (16)

由式( 3)知 Ps 在一般情形对�q是线性的, 记作

� � Ps = �
n

k= 1
Wsk ( t , q, �q) �qk + Ws ( t , q, �q) , (17)

其中

� � Wsk = �
n

i= 1

�mi

��qk
( ui + �r i ) �

�r i
�qs

+
1
2
�ri � �r i

�2mi

��qs��qk
+
�mi

��qs
�ri �
�ri
�qk
�� (18)

如果

� �
�mi

��q s
= 0� � ( i = 1, � , N ; s = 1, � , n) , (19)

则有

� � Wsk = 0�� (20)

将式( 14)、( 16)相加,分出含 �qk 的项,令其系数为零,得到

� � -
�I
��qk

+ �
n

s= 1

�2
L

��q s��qk - W sk �
-

s = 0�� (21)

假设

� � det( �sk ) = det
�2
L

��q s��qk
- W sk � 0, (22)

则由方程( 21)解得

� � �
-

s = �
n

k= 1
��sk �I��q k

, (23)

其中

� � ��sk �kr = �sr�� (24)

令积分( 13)等于守恒量( 12) ,即

� � L�0+ �
n

s= 1

�L
��qs�

-

s + G = I�� (25)

这样,由式( 23)、( 25)在给定规范函数 G 下可求出无限小变换生成元�0、�s,而这生成元对应于

变质量完整系统的Noether对称变换��

将所得生成元 �0、�s 代入确定方程(10) , 如果它们满足, 就得到系统的 Lie 对称变换; 否

则,变换不是Lie对称的,即没有与已知积分相应的Lie对称��

Lie对称逆问题的解法如下: 首先, 由已知积分( 13)按式( 23)、( 25)求出 Noether 对称生成

元 �0、�s;其次, 将 �0、�s 代入方程(10) 验证它们是否满足�� 但是,逆问题可能没有解��

4 �算 � �例

研究一个变质量质点,其质量为
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� � m = m 0e
- �t � � ( m0 = const, �= const, �> 0) , (26)

Lagrange函数为

� � L =
1
2
m( t) ( �q 2

1+ �q
2
2) , (27)

非势广义力为

� � Q1 = Q1( t , q1, �q1, �q 2) , Q2 = �q 2+ q 1�q 1�� (28)

微粒分离的绝对速度为零,即

� � u = - �r = - �q 1i - �q 2j�� (29)

试研究系统的 Lie对称性和守恒量��

首先,研究正问题��由式( 3)、( 4)、( 29)知

� � P1 = P2 = 0�� (30)

方程( 2)给出

� � ( m�q 1)
�
= Q1, ( m�q 2)

�
= �q 2+ q1�q 1�� (31)

由方程( 31)得到广义加速度,有

� � �q1 = ��q 1+
Q1

m
, �q 2 = ��q 2+

1
m
( �q2+ q1�q 1)�� (32)

确定方程( 10)给出

� �

��1- �q 1��0 - 2��0 ��q 1+
Q1

m
= �0

�
�t

Q1

m
+ �1

�
�q1

Q1

m
+

� � ( �
�

1- �q 1�
�

0)
�
��q 1

Q1

m
+ � + ( �

�

2- �q 2�
�

0)
�
��q 2

Q1

m
,

��2- �q 2��0 - 2�
�

0 ��q 2+
1
m
( �q2 + q1�q1) = �0 1 -

1

m
2
�m
�t ( �q 2+ q 1�q 1) +

� � 1
m
�q1�1+

1
m
q 1( �

�

1- �q1�
�

0) +
1
m

+ � ( �
�

2- �q 2�
�

0)��

(33)

方程( 33)有如下解

� � �1 = �q1�0, �2 = 1+ �q 2�0 � � ( �0任意)�� (34)

结构方程( 11)给出

� � L�
�

0+ �L�0+ �q 2+ q 1�q 1+ �G = 0, (35)

由此求得规范函数

� � G = - L�0- q 2-
1
2
q

2
1, (36)

守恒量( 12)成为

� � I = m( t ) �q 2- q 2-
1
2
q

2
1 = const�� (37)

其次,研究逆问题��假设系统有积分( 37) ,求相应的Lie对称��公式( 23)、( 25)给出

� �
�
-

1 = 0, �
-

2 = 1,

L�0+ m( t) �q1�
-

1+ m( t) �q 2�
-

2+ G = m( t) �q 2- q2-
1
2
q

2
1,

(38)

由此得到

� �
�0 = -

1
L

G + q2+
1
2
q

2
1 ,

�1 = �q1�0, �2 = 1+ �q 2�0��
(39)
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将式( 39)代入确定方程( 33) ,可验证它们满足��因此, 对任取的规范函数 G, 生成元(39) 对应

Lie对称变换# 特别地,取规范函数为

  G = - q2-
1
2
q

2
1, (40)

则有

  N0 = N1 = 0, N2 = 1# (41)
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L i e S y m m e t r i e s a n d C o n s e r v e d Q u a n t i t i e s

o f H o l o n o m i c V a r i a b l e M a s s S y s t e m s

M e i Fengx iang

( Depar tm ent of Applied M echan ics , Beijin g Institute of

Technolo gy , Beijing 100081, P R China )

Abst ra ct: In this paper, the Lie symmetries and the conserved quantities of the holonomic var iable

mass systems are studied. By using the invariance of the ordinary differential equations under the in-

finitesimal tr ansformations, the determining equations o f the Lie symmetr ies of the systems are estab-

lished, and the structure equation and the conserv ed quantities are giv en. And an example is given to

illustrate the application of the re sult.

Key w ords: analytical mechanics; v ar iable mass; Lie symmetry; conser ved quantity
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