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三维非局部弹性场中裂纹问题的分析方法
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摘要 :  通过求解得到了三维非局部弹性力学对称情形的单位集中不连续位移基本解# 基于该基

本解和三维局部 (经典)弹性力学的不连续位移边界积分方程 ) ) ) 边界元方法# 提出了三维非局

部弹性力学中的平片裂纹Ñ型问题的通用解法, 并给出了算例# 
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引   言

非局部力学理论极大发展了经典的连续统力学理论, 至今已有一系列的非局部力学理论

的公理化体系[ 1, 2] ;在应用方面,非局部力学理论应用于断裂力学的研究也取得了非常突出的

成就[ 3~ 5]# 文[ 6]给出了一种非局部理论的实验验证, Ramabraham 和 Rao[ 7]给出在非均布载荷

作用下直线裂纹问题的解,程品三[ 8]给出了Ñ、Ò、Ó型三种基本型裂纹的弹性应力场,虞吉林

和郑哲敏[ 9]进行了弹塑性断裂力学分析,作者在文[ 10]中求解了非局部弹性力学平面问题的

单位集中不连续位移基本解,在此基础上基于经典(局部)弹性力学的不连续位移边界积分方

程 ) ) ) 边界元方法, 提出了一种非局部弹性力学平面问题的通用解法,并给出了在断裂力学中

的应用# 高键和戴天民[ 11]研究了三维圆盘裂纹问题# 

非局部弹性力学理论之所以在三维裂纹问题方面的研究工作极少,其根本原因在于三维

非局部弹性力学问题的解法这一重要问题没有得到很好地解决# 本文旨在给出一般三维非局

部弹性力学问题的通用解法, 用于分析解决三维裂纹问题# 鉴于三维问题的复杂性,本文暂只

讨论三维弹性体中平片裂纹的 Ñ型问题# 

1  三维非局部弹性力学的单位集中不连续位移基本解

在不考虑体力时,三维线弹性非局部力学问题的位移场 u i、应变场 eij 和应力场 tij 应满足

的基本方程为[ 13]
:

平衡方程  t ij , j = 0, (1)

本构关系  t ij ( x , y , z ) = Q8
A( x , y , z ; xc, yc, zc) Rij ( xc, yc, zc) d 8 ( xc, yc, zc) , (2a)
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   Rij = KekkDij + 2Le ij , (2b)

几何关系  e ij =
1
2
( ui , j + uj , i ) , (3)

式中的 i , j = 1, 2, 3(或 x , y , z ) ; A( x , y , z ; xc, yc, zc) 为非局部核函数

A( x , y , z ; xc, yc, zc) = P- 1: k
a

;  
2

exp -
k
a

献标
2

[ ( x - xc) 2+ ( y - yc) 2 + ( z - zc) 2]学理 ,

(4)

其中 a 为晶格常数# 由分子动力学模型得出常数

  k = 1165 (5)

从上述的基本方程可以看出, 非局部和局部弹性力学的主要差别在于本构关系,局部弹性

力学的本构关系认为应力和应变在物质点上一一对应, 而非局部本构关系则表明一点的应力

和所有物质点上的应变有关# 正因为如此,给非局部弹性力学问题的求解带来了很大困难# 

我们先给出本文所要求的对称情形的单位集中不连续位移基本解的提法# 

假设在无限大体中有一半径为 ac 的圆盘裂纹,位于 Oxy 平面内,圆心在坐标系原点,裂纹

面记为 S ,在裂纹上、下表面的位移差记为:

  ×u iØ = u i ( x , y , 0
+
) - u i ( x , y , 0

-
)  ( i = 1, 2, 3, ( x , y ) I S )# (6)

本文所要求的单位集中不连续位移基本解即是满足基本方程( 1) ~ ( 3)及下述条件的解:

  lim
a
c

y 0 QS
×uxØdS ,QS

×uyØdS,QS
×uzØdS# = 0, 0, 1

� � (x

# (7)

众所周知, 对于圆盘裂纹, 在裂纹上、下表面上作用均布压力 p 0时的经典(局部) 解是一个

轴对称问题,由 Sneddon[ 14] 解决,并且解析地给出了相应的位移场 ui 和应力场 Rij# 这里我们

根据该解求解上述提出的非局部弹性力学的对称性形下的单位集中不连续位移基本解# 

首先,由 Sneddon[ 14]解的位移场 u i , 得到裂纹面上的不连续位移(或位移间断) :

  ×urØ = ×uHØ= 0, (8a, b)

  ×uzØ =
8(1 - M2) p 0 # ac

P# E
1-

r
ac 内外

2

� � (

/:

, (8c)

由问题的对称性,为方便起见,有时也使用相应的柱坐标系 r , H, z # 

将( 8a, b, c)式沿整个圆盘裂纹面积分, 即可得到裂纹面上不连续位移的总和:

  ×UiØ= QS
×u iØdS, (9)

即

  ×UrØ= ×UHØ= 0, (10a, b)

  ×UzØ=
16(1- M2) p 0

3E
a
3
c# (10c)

如果不管裂纹尺寸 ac 的大小,始终让裂纹面上的不连续位移总和为单位 1,这时得出裂纹

面上的均布压力 p 0与圆盘裂纹半径 ac 的关系为:

  p 0 =
3E

16(1- M2)
# 1

a
3
c
# (11)

将此代入 Sneddon解的应力场 Rij ,由(2a) 式当 ac y 0时,我们就得到了单位集中不连续位

移基本解# 由于本文只讨论平片裂纹的 Ñ型问题,主要关心的是正应力 t zz, 下面仅给出 t zz的

推导过程# 
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由Snedden的经典解, 由( 11)式得到应力分量[ 14]

  Rzz( Q, F) =
3L

4(1- M)P
1

a
3
c

# R0zz( Q, F) , (12)

其中 R
0
zz( Q, F) = [- S (0, - 1) - FS (0, 0) + I (0, 1) + FI (0, 2) ] , ( 13a)

式中

  

S(0, - 1) = tan- 1
L # sinX+ R

/: sin
1
2
W

L # cosX+ R
/: cos

1
2
W

� � ( z

,

S(0, 0) = R
- /: sin 1

2
W,  I (0, 1) = R

- /: cos 1
2
W,

I ( 0, 2) = L # R
- 1: cos

3
2
W- X物质 ,  L = 1+ F2 ,

tanX=
1
F
,  R = ( Q2+ F2

- 1) 2+ 4F2,

tanW=
2F

Q
2
+ F

2
- 1

# u

( 13b)

这里使用了量纲一的坐标

  Q=
r
ac

,  F= z
ac

# ( 13c)

将( 12)代入( 2a)式得非局部应力

  tzz ( r, z ) = Q
]

- ]Q
]

0Q
2P

0
Rzz ( rc, zc) # A( r , H, z ; rc, Hc, zc) rcdHcdrcdzc=

3L
4(1 - M)P3:

k
a

�� �
3

Q
]

- ]Q
]

0Q
2P

0
R0( Qc, Fc) exp k

a
ac �i

2

[ Q2 +

Qc2 - 2QQccos( H- Hc) + (F- Fc) 2- ] # QcdHcdQcdFc# (14)

图 1  z = 0 平面上基本解的变化

由于:Q
2P

0
exp( B# cosx ) cos( mx )dx =

       2PIm( B) , (15)

式中 Im为修正 的 Bessel函数

所以( 14)式可写为

tzz ( r , z ) =
3L

2(1- M)P1:
k
a

#  
3

t
0
zz( r , z ) (16)

式中

t
0
zz( r , z ) = Q

]

- ]Q
]

0
R0( Qc, Fc) I0# 

2
k
a
ac

2

QQc �2 # exp[- ( kac/ a)
2

[ Q
2
+ Qc2

+ ( F- Fc) 2] ] # QcdQcdFc# ( 16a)

如前所述, 令 ac y 0, 由(16) 式得到非局部基本解的应力分量:

  t
*
zz ( r , z ) =

3L
2(1- M)P

1:
k
a

非局
3

lim
a
c

y 0
t
0
zz ( r , z ) =

3L
2(1- M)P

1:
k
a

3

t
0*
zz ( r , z ) (17)

由于上述积分的计算十分繁复,本文的基本解采用数值方法计算给出# 在 z = 0的平面
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内,基本解的变化如图 1所示# 

2  三维非局部弹性力学问题的解

我们基于三维局部(经典)的弹性力学的不连续位移边界积分方程 ) ) ) 边界元方法, 利用

三维非局部弹性力学的单位集中不连续位移基本解,给出三维非局部弹性力学问题的通用解

法# 

设任意三维有限域 8, 边界为 S, 根据局部弹性力学中的不连续位移边界积分方程的思

想,把有限域 8 看成是无限大域中的一部分,而把边界 S 看成是位移不连续边界(其中包括不

封闭的曲面,即裂纹) # 

由经典弹性力学的单位集中不连续位移基本解,得到以不连续位移表示的积分方程[ 12] :

  QS
T

*
ij ( p , q )×uj ( q )ØdS( q ) = C

*
ij tj ( q ) , (18)

其中 ti 为 i 方向上的面力, T
*
ij 为经典单位集中不连续位移基本解对应的面力, C

*
ij 为常数# 

在方程( 18)中引入边界条件,求解积分方程(复杂问题一般采用数值方法即边界元方法) ,

可得到边界上的不连续位移×uiØ# 由文[ 17] 的非局部线弹性力学问题的求解框架,根据非局

部弹性力学的单位集中不连续位移的基本解 t
*
ijk ,通过积分即可求得非局部应力场

  tij = QS
t
*
kij×ukØdS ,  ( k = 1, 2, 3) , (19)

式中的 t
*
ijk 表示在 k 方向上作用单位集中不连续位移时的基本解所对应的应力分量# 

特别,由于本文仅讨论对称问题,即 Ñ型裂纹, 因此, 在( 19)式中对 k 求和时也只有 k =

3(即沿 z 方向) 的分量×u zØ不为 0,其他两个分量为 0# 

3  算   例

311  无限大体中的圆盘裂纹

圆盘裂纹的半径为 l ,在裂纹的上、下表面作用均布压力 t 0 # 

图 2 边界元的划分              图 3 裂纹面上的不连续位移

首先进行局部(经典)弹性力学的三维不连续位移边界元分析# 在裂纹面上的单元划分如

图2,边界元计算结果如图 3所示# 

根据上述边界元方法的结果, 利用本文提出的三维非局部弹性力学问题的解法,进行非局
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部弹性力学分析得到裂纹前沿沿半径方向上的非局部应力 tzz# 对于不同的裂纹尺寸,裂纹前

沿的应力通过 :

  
Tzz

t 0
=

tzz
t 0

+ 1 (20)

在图 4中给出# 

图 4  裂纹前沿的非局部应力

从计算结果可以看出,裂纹前沿的最大应力不在裂

纹尖端,而是在距裂尖约 a/ k 的范围内# 

312  椭圆裂纹的非局部应力分析
椭圆裂纹的长、短半轴分别用 l 1、l 2 表示,在椭圆裂

纹的上、下表面分别作用均布的压力 t 0# 同样, 按上述

方法进行非局部应力分析# 

应力分析结果表明, 对于椭圆裂纹, 在短半轴的延

长线上有较大的应力集中# 在图( 5)中给出了长半轴

kl 1/ a = 40、短半轴 kl 2/ a = 20的椭圆裂纹在其两个半

轴延长线上的应力分布, 其中短半轴裂尖附近的应力集

中比长半轴前沿的应力集中约高60% ,而 kl 1/ a = kl 2/ a

= 20的圆盘裂纹的应力集中介于二者之间# 

图( 6)给出了不同椭圆度的椭圆裂纹在短半轴延长线上的应力分布# 从计算结果可知椭

圆越扁,应力集中程度越高# 

__长半轴延长线上的应力分布         图 6  椭圆裂纹短半轴延长线上的应力

_#_短半轴延长线上的应力分布 ( kl2/ a = 20)

 ( kl 1/ a = 40, kl2/ a = 20)

) 圆盘裂纹半径延长线上的应力分布

 ( kl 1/ a = kl2/ a = 20)

         图  5

关于椭圆裂纹的非局部应力分析尚未见文献报导,属本文首次# 
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4  结   论

本文的解法从表面上看没有直接涉及应力边值问题怎样提这一问题, 而是根据非局部弹

性力学问题的不连续位移边界积分方程方法,利用本文给出的三维非局部弹性力学问题对称

情形的单位集中不连续位移基本解,给出了平片裂纹 Ñ型问题的通用解法# 这里的基本解是

该解法的关键# 若增加非对称情形下的单位集中不连续位移基本解,便可给出一般问题的解

法,因数值分析方面的工作量很大,这项工作正在进行# 

致谢:感谢雷慰宗教授对本文的帮助# 
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The Method of Analysis of Crack Problem in

Three_Dimensional Non_Local Elasticity

Zhao Minghao1, Cheng Changjun2, Liu Yuanjie1, Liu Guoning1, Zhang Shishan1

( 1Zhen gzhou Resear ch In stitute of Mechan ica l Engineer in g , Zhengzhou , Henan 450052, P R China ;

 2Shangha i In stitute of Applied Mathem atics and Mechanics , Depar tm ent of Mechan ics ,

Shanghai Un iv er sity , Shan gha i 200072, P R China )

Abstract: In this paper, the displacement discontinuity fundamental solution ( DDFS) corresponding

to the unit concentrated displacement discontinuity for three dimensional (3D) non_local elasticity un-

der symmetrical condition is obtained. Based on the displacement discontinuity boundary integral_e-

quation ( DDBIE) and boundary_element method ( DDBEM) of local ( classical) elasticity, a method of

analysis of crack in 3D non_local elasticity with a generalized application is proposed with the DDFS.

By use of the method, several important problems of fracture mechanics are analysed.

Key words: non_local elasticity; fracture mechanics; boundary_integral equation method
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