
文章编号: 1000_0887(1999) 04_0358_05

多重尺度法在圆薄板大挠度弯曲问题
中的应用及其渐近性研究( Ò)
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摘要 :  本文是第( Ñ ) 部分的继续, 研究( Ñ ) 中级数解的渐近性质# 求得了级数解的余项按最大

模的估计# 
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引   言

在( Ñ )中已就简支圆薄板和简单支承圆薄板作出了形式上的精确到 O( E
N
) 的级数解

[ 1]
,

其中 N 是任意正整数, 本文将证明这些形式级数解是渐近的, 对它们的余项作出按最大模的

估计# 所用方法是经典的, 即先导出余项的控制方程和边界条件, 再转化这些边值问题为与

它们等价的积分方程, 再应用不动点定理求得余项的估计# 

1  形式渐近解和余项

先考察简支板, 它的挠度和应力函数确定于边值问题( 采用( Ñ) 的量纲一的形式) :
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在( Ñ )中已求得级数解:

  WN = E
N

n= 0

E
n
wn ( r ) + E

( n+ 2)
�vn( N, G)� ��, (5)

  5N = E
N

n= 0

En<n( r ) + E( n+ 3)�hn( N, G)� ��, (6)
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到w n, <n( n = 0, 1, 2, ,, N ) 所满足的控制方程, 和 exp(- N) = exp(- u( r ) / E) 是 E的任意阶

小量, 知道(7) ~ (10) 式也成立# 

我们称边值问题( 1) ~ ( 4)的精确解与形式渐近解之差为形式渐近解的余项:

  RN = w - WN , ZN = <- 5N# (11)

将( 11)式代入边值问题( 1) ~ ( 4) ,得到关于余项的边值问题:

  

E2L1RN -
1
r

dWN

dr
ZN +

dRN

dr
5N +

dRN

dr
ZN察 简 = - EN+ 3

g( r , E) ,

L2ZN +
1
r

dWN

dr

dRN

dr
2

� � (<

+
1
2r

dRN

dr
� � �

2

= - EN+ 1
h ( r , E) ,

RN | r= 1 = - E
N+ 1

c1( E) ,
d2RN

dr
2 +

R
r

dRN

dr $

� � � r

r= 1
= - E

N+ 1
c2( E) ,

dZN / dr - RZN / r 2r= 1 = - EN+ 1
c3( E) ,

l im
r y 0

(dRN / dr) < ] , lim
r y 0

( ZN / r) < ] # 

(12)

(13)

(14)

(15)

下面再导出与边值问题( 12) ~ ( 15)等价的积分方程组# 

2  积分方程组

记  dRN / dr = EN+ 1�RN , ZN = EN+ 1�ZN ,

方程( 12) 可写成
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其中
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将方程( 16)积分两次,并考虑到边值条件( 14)、( 15)得
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经分部积分得
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类似地,将方程( 13)积分两次,再考虑到边界条件得
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其中
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( 18)和( 19)式就是与边值问题( 12) ~ ( 14)等价的积分方程组# 

下面再应用 Banach 不动点定理证明非线性积分方程组( 18) ~ ( 19) 解的存在性, 并求出余

项的估计式# 

3  余项的估计式

为简单起见,采用矩阵记号
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其中 w n, <n, �vn, �hn( n = 0, 1, ,, N) 确定于下面的递推边值问题:
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参见文[ 1]的( 4110a) ~ ( 4112f) ,其中 �v n = W( r) vn, �hn = W( r ) hn, W( r ) 是在 0 [ r [ 1/ 3 取值

0, 在 2/ 3 [ r [ 1取值1的无限次可微的截断函数# 容易验证 WN 和 5N 是边值问题(1) ~ (4)

的形式渐近解, 即成立

E2L1WN -
1
r

dWN

dr
5N -

qr
2

= EN+ 3
g( r , E) ,

L2 5N +
1
2r

dWN

dr
D

2

= EN+ 1
h( r , E) ,

WN | r= 1 = EN+ 1
c1( E) ,

d2WN

dr
2 +

R
r

dWN

dr虑到
r= 1

= EN+ 1
c2( E) ,

d 5N / dr - R5N / r0

� � $

r= 1 = EN+ 1
c3( E) ,

lim
r y 0

(dWN / dr ) < ] , lim
r y 0

( 5N / r ) < ] , ) ,

(7)

(8)

(9)

(10)

其中 g( r , E) , h( r , E) c1( E) , c2( E) , c3( E) 是 r 和E在 0 [ r [ 1, 0 < E [ E0 上的一致有界函

数# 事实上, 当0 [ r [ 1/ 3时, 考虑到wn, <n ( n = 0, 1, ,, N ) 所满足的控制方程和边界条件,

立刻知道关系式(7) ~ (10) 成立; 当 2/ 3 [ r [ 1 时, 考虑到 wn, <n , vn , hn( n = 0, 1, 2, ,, N )

所满足的控制方程和边界条件也立刻知道关系式(7) ~ (10) 成立; 当 1/ 3 [ r [ 2/ 3 时, 考虑
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积分方程组( 18)、( 19) 可写成
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这是第二种Volterra积分方程# 由于核中所含的函数 r
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( 22) 式的右端在连续函数空间 C [ 0, 1] 定义了一个算子T( 7 ) :
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当N \ 2和 E0 充分小时, 总可使常数 k = EN- 1
0 M < 1, 所以算子T ( 7 ) 是压缩的# 又对于任

意 7 I B( Q) 有
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当N \2和 E0 充分小时总可使常数 k1 = EN- 1
0 M1Q< 1/ 2, 所以算子T( 7 ) 是映象自身到自身# 

根据 Banach 不动点定理[ 2] 知在子集 B( Q) 中存在唯一的元素 �R*
N 使

  T (�R*
N ) = �R*

N # (29)

即积分方程组( 18) 、( 19)的解存在并成立估计式

  +�R*
N + [ Q, (30)

即对于余项 RN , ZN 成立dRN / dr = O( EN+ 1
) , ZN = O( EN+ 1

) , 再根据(14) 的边界条件知 RN =
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下面再来消除条件 N \ 2# 即对于任意正整数N 都成立

  RN = O( EN+ 1
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作函数 R = WN+ 2 - WN + RN+ 2, Z = 5N+ 2 - 5N + ZN+ 2, 因 RN+ 2 = O( E
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又函数 R = w - WN , Z = <- 5N 满足余项的边值问题(12) ~ (15) , 根据第二种Volterra积分

方程解的唯一性知 R = RN , Z = ZN , 即对于任意的正整数N 都成立估计式(31) # 

可以类似地求得简单支承板的级数解的余项估计,只是所对应的第二种Voltarra 积分方程

( 21)的形式不同# 这里我们不再重复# 
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Deflection and the Asymptotics of Solutions (Ò)
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Abstract: This paper is a continuation of (Ñ ) , on the asymptotics behaviors of the series solutions

investigated in ( Ñ ). The remainder terms of the series solutions are estimated by the maximum

norm.
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