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摘要: � 基于文( � ) (�应用数学和力学� , 1998, 20( 2) )的内容和随机最优控制理论, 本文首先

介绍了随机动力学系统参数辨识问题最优控制解的概念�� 然后讨论了建立参数辨识问题 HJB 方

程的过程以及参数辨识的算法�� 最后给出了一个应用实例: 解决动力学系统局部非线性参数辨识

问题的方法��
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引 � � 言

对实际动力学系统及其参数辨识问题的研究过程中, 常会遇到随机外界输入及随机系统

模型参数�� 这些随机因素导致许多与确定性动力学系统特性迥异的现象, 因而随机动力学系

统参数辨识问题的研究具有更广泛的实际意义[ 1]�� 和确定性动力学系统相同,利用动态规划

方法也可以把一个随机动力学系统的参数辨识问题转化为按随机动力学系统的确定性初值参

数化了的一族动力学系统的参数辨识问题�� 利用 HJB方程的解,同样可以获得这个系统参数

辨识问题的最优控制解��

对仅有部分观测信息的随机动力学系统参数辨识问题的研究, 以及基于 HJB方程粘性解

概念的讨论,将在作者的其他论文中进行��

1 � 随机动力学系统参数辨识问题的最优控制解

考虑随机动力学系统的参数辨识问题,该系统用下述随机微分方程来描述

� �
dx ( t ) = g ( x ( t ) , u( t ) )dt + �( x ( t ) , u( t ) ) dw t ,

x (0) = x 0 � R
n

sy ,
(1)

其中,状态变量 x ( t ) 为 n维随机过程,待辨识系统参数 u( t ) 为 r维随机过程�� 定义 U是r维

欧氏空间 R
r 中的一个子集, 并设:
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� � U ad = u( t ) | u(�) : [ 0, T ] � R
r与 方

,

其它各项的意义如下: ( � , F , P) 是一个概率空间, w t , t �0是概率空间( � , F, P )上的n维随

机过程�� F 是 � 中的一个�_代数, P 是概率测度�� 令 S ( n) 表示 n � n 矩阵全体的集合��

� � g(�, �) : Rn � U � R
n ,

� � �(�, �) : Rn � U � S ( n) ,

上述系统参数辨识问题的指标函数定义为如下均值形式:

� � V( t , x , h , u(�) ) = E�
t

0
f ( x ( s ) , �x ( s) , u( s) ) e(0, s, u(�) )ds遇到

+ h( x ( t ) ) e(0, t , u(�) ) , (2)

其中: e(0, t , u (�) ) = exp -�
t

0
C( x ( s) , u( s) )ds 参

� �了 的 化

,

� � f (�, �) : Rn � U � R ,

� � h(�) : Rn � R ,

� � C(�, �) : Rn � U � R
1
+ = [ 0, � ) ,

x ( t ) = x ( t , x , u(�) ) 表示微分方程(1) 的解依赖于初始值 x 和待辨识系统参数u(�)�� �x ( t )

� R
n 为测量到的系统响应的时间历程, 在指标函数中作为已知量, 后面的讨论中, f ( x ( s) ,

�x ( s ) , u( s ) ) 仅用 f ( x ( s) , u( s) ) 表示��

随机系统的参数辨识问题是寻找 u
*
(�) � Uad,使得

� � V( t , x , h , u
*
(�) ) = sup

u (�) � U
ad

V( t , x , h , u(�) ) ,

u
*
(�) 称为由(1) ~ (2) 两式构成的随机动力学系统参数辨识问题的最优控制解[ 2] ��

定义最优指标函数:

� � V( t , x , h ) = sup
u(�) � U

ad

V( t , x , h, u (�) )�� (3)

2 � 建立随机动力学系统参数辨识问题的HJB偏微分方程

与确定性动力学系统的参数辨识问题相同,随机动力学系统的参数辨识问题也是通过引

入HJB方程,求解HJB方程来解决的�� 在确定性系统的参数辨识问题中,没有讨论具体的引

入HJB偏微分方程的步骤,这里参照最优控制的数学理论, 简单介绍了由非线性算子半群导

出HJB方程的过程[ 3]��

定理 2�1 � 最优指标函数性质定理
对最优指标函数 V( t , x , h) 成立下面的关系:

� � �s � t ,有 V( t , x , h) = V( s, x , V( t - s, �, h ) ) ��

用 B (R
n
) 表示在空间 R

n 上一致连续的有界函数全体,在 B( R
n
) 上定义范数

� � ��� = sup
x � R

n
| �( x ) | � ( ��(�) � B (R

n
) ) ,

则 B (R
n
) 是一个Banach空间�� 在Banach空间 B (R

n
) 上定义非线性算子族 V( t ) �t , t �0如

下:

� � ( V( t ) h) ( x ) = V( t , x , h) , � � h(�) � B( R
n
) ��

定理 2�2 � 算子族 V( t )� � &, t � 0满足
1) V( t + s) = V( t ) V( s) , � �s , t �0 ,
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� � V(0) = I ,

2) � V( t ) h - h � � 0 ( t � 0) , � �h � B ( R
n
) ,

3) � V( t ) h1- V( t ) h2� � �h1- h2 � , �h1, h2 � B( R
n
) , � t � 0 ,

4) 若 h1 � h2,即 h1( x ) � h2( x ) , �x � R
n
, h1, h2 � B (R

n
) ,则

� � V( t ) h1 � V( t ) h2, � � t � 0��

定义算子 L ( u) 如下: (其中 � i = �/ �x
i
)

� � L ( u) = �
n

i, j= 1
aij ( x , u)� i� j + �

n

i= 1
g i ( x , u)� i , (4)

其中, a( x , u) = ( a ij ( x , u) ) =
1
2
�( x , u ) �* ( x , u) 是 n � n矩阵��

定义

� � C
2
( R

n
) = h(�) | h � B ( R

n
) , � ih, � i� jh � B( R

n
) , i , j = 1, �, n ( "��

定理 2�3 � 设 A 是算子半群 V( t) )� , t �0的生成算子,则 C
2
( R

n
) � D( A) , 并且 �h(�)

� C
2
( R

n
) , 有

� � ( Ah) ( x ) = sup
u � U

L( u) h - C( x , u) h + f ( x , u)成的 , (5)

其中, D(A ) 表示算子 A 的定义域��

据此引出最优指标函数满足的 HJB偏微分方程��

随机动力学系统参数辨识问题的 HJB偏微分方程:

设 � t > 0, V( t , �, h ) � C
2
( R

n
) , 则 V( t , x , h) 是下述HJB偏微分方程的解

� �
� V( t , x )
�t = sup

u � U
L ( u) V( t , x ) - C( x , u) V( t , x ) + f ( x , u)

� � ���

,

V (0, x ) = h( x ) � ( x � R
n
)� � ��

(6)

3 � 随机动力学系统参数辨识算法

研究随机动力学系统的参数辨识问题,同样需给所研究的动力学系统状态方程的右端函

数和目标函数一定的光滑性条件:

(A) 存在不依赖于 x , u 的正常数K ,使得

� � | ĝ ( x , u) - ĝ ( y , u) | � K | x - y | , � �x , y � R
n
, u � U, (7)

其中, ĝ = �ij , g , f , C, �ij ( i = 1, 2, �, n) 是矩阵 �的元素, � = ( �ij ) ��

根据下述定理可以得到由 HJB方程的解构造参数辨识问题最优控制解的步骤[ 3]��

定理 3�1 � 随机动力学系统参数辨识问题最优控制解的结构
设 U是 R

r 中的紧集, V( t , x ) = V( t , x , h) 是 HJB 偏微分方程 (6) 的解, û( t , x ) 是使

Hamilton函数

� � H ( t , x , u ) = L ( u) V( T - t , x ) - C( x , u) V( T - t , x ) + f ( x , u)�� (8)

在 U上达到最大的系统参数,即

� � sup
u � U

H ( t , x , u) = H ( t , x , û( t , x ) )�� (9)

令 �
^

( t )是随机微分方程

� �
d�( t ) = g( �( t ) , û( t , �( t ) ) )dt + �( �( t ) , û ( t , �( t ) ) ) dw t ,

�(0) = x � R
n

(10)
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的解,则 û ( t ) = û ( t , �
^
( t ) ) 是随机系统参数辨识问题(1) ~ (2) 的最优控制解��

求随机系统参数辨识问题最优控制解的步骤为:

1) 求HJB偏微分方程( 6)的解 V( t , x ) ,

2) 用第一步的函数 V( t , x ) ,求满足

� � sup
u � U

L ( u) V( t , x ) - C ( x , u) V( t , x ) + f ( x , u2 )
� � 即 h

=

� � � � � L ( û( t , x ) V( t , x ) - C ( x , û ( t , x ) V( t , x ) + f ( x , û ( t , x ) )

�( t , x ) � (0, T ) � R
k

的 û ( t , x ) ,

3) 利用已知函数 û ( t , x ) ,求随机微分方程

� � d�( t ) = g( �( t ) , û( t , �( t ) ) )dt + �( �( t ) , û ( t , �( t ) ) ) dw t ,

� � �( t ) = x

的解 �
^
( t ) ,

4) 由 û( t , x ) 和随机过程 x = �
^
( t ) 构造系统参数辨识问题的最优控制解

� � û( t ) = û( t , �
^
( t ) ) ��

4 � 应用实例 � � � 动力学系统局部非线性结构参数辨识

前面叙述了一般非线性动力学系统(包括确定性与随机系统两类)参数辨识问题最优控制

解的理论与方法�� 对于由线性主结构和非线性子结构组成的系统, 这里提出一种辨识其局部

非线性参数的方法�� 其特点是将参数辨识问题转化为最优控制问题,利用线性系统最优控制

理论来解决动力学系统参数的辨识问题��

主体结构为线性,局部子结构为非线性的动力学系统状态方程为:

� �
�x
~

( t ) = F�x( t ) + N( �x , �x
~

) + G�u( t ) + w( t ) ,

�y ( t ) = H�x( t ) + v( th ) ,
(11)

其中,初始状态 �x ( t 0) = �x0, �x ( t ) 为 n维状态向量, �u ( t ) 为 m维控制向量, �y ( t ) 为 p 维输出向

量(这里同时也是量测向量, 是通过实验测量得到的) , N( �x , �x
~

) 为 n 维非线性回复力向量, F

为系统的线性部分n � n 维矩阵, G为n � m 维输入矩阵, H为p � n 维输出矩阵, w( t ) 表示

模型噪声, v( t ) 表示测量噪声, w( t ) 与 v( t ) 分别为 n维与 p 维白噪声,它们与 n维初始状态

变量 �x( t 0) 有以下统计特性:

� � Ew( t ) = Ev ( t ) = 0, � � � � � � E�x0 = �0,

� � E [ w( t ) w
T
( t ) ] = Q�( t ) , � � � E [ v( t ) v

T
( t ) ] = R�( t ) ,

� � E [ w( t ) v
T
( t ) ] = 0, � � � � � E[ �x0�xT0] = P0,

� � E [ �x 0wT
( t ) ] = E [ �x 0 vT ( t ) ] = 0��

上述非线性系统所对应的线性系统为:

� �
x( t ) = Fx( t ) + Gu( t ) + w( t ) ,

y ( t ) = Hx( t ) + v( t )��机动
(12)

定义

� �
ex = �x ( t ) - x( t ) ,

ey = �y ( t ) - y ( t ) = Hex�� �
(13)

( 11) ~ ( 12)并将( 13)式代入得:
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� � �ex - Fex = N( �x , �x
~

) + G( �u ( t ) - u ( t ) ) , (14)

由上式可知,如果 ex � 0, �ex � 0,则有

� � N( �x , �x
~

) �- G( �u ( t ) - u( t ) )�� (15)

通过求解( 12)所描述系统的控制输入 u( t ) , 使得在该输入时 ey = �y - y 最小, 从而 ex =

�x - x 最小,并且假定 ex 变化平稳,从而�ex � 0成立�� 这样就可以得到非线性子结构部分的

回复力 N( �x , �x
~

) 随时间变化的历程,因为实际系统的输入 �u 是可以测量的�� 进而再拟合时间

历程 N( �x , �x
~

) 与状态向量的函数关系,即可得到非线性结构的模型与参数��

为确定线性随机系统最优控制 u( t ) ,使 ey = �y - y 最小,定义下述数学期望形式的目标

函数:

� � V = E
1
2�

T

0
[ ( �y - y )

T
Q( �y - y ) + u

T
Ru] dt) )� � � �� (16)

这一问题属于线性二次型高斯(LQG)问题,根据确定性等价定理, LQG问题的最优控制律与确

定性系统相同, 并且最优控制中所需的状态变量 x̂ ( t )由卡尔曼滤波方程给出�� 利用随机动态

规划方法得到对应于上述目标函数的最优控制[ 5]、[ 6]

� � u ( t ) = - R
- 1
G
T
P( t ) x̂( t ) + R

- 1
G
T
b( t ) , (17)

上式中各量的意义如下:

P ( t ) 是黎卡提方程的解

� �
P( t ) = - P( t ) F - F

T
P( t ) + P( t ) GR

- 1
G
T
P( t ) - H

T
QH ,

P( T ) = 0��
(18)

b( t ) 满足线性微分方程组:

� �
�b( t ) = - ( F - GR

- 1
G
T
P( t ) )

T
b( t ) - H

T
Q�y ( t ) ,

b( T ) = 0,
(19)

x̂ ( t ) 由卡尔曼滤波方程给出:

� �
x̂
�

( t ) = Fx̂( t ) + Gu ( t ) + K1( t ) [ �y ( t ) - Hx̂( t ) ] ,

x( t 0) = �0 = Ex0,T
(20)

式中滤波增益矩阵 K1( t ) 为:

� � K1( t ) = P1( t ) H
T
R�- 1( t ) , (21)

滤波误差协方差矩阵 P1( t ) 满足:

� �
�P1( t ) = FP1( t ) + P1( t ) F

T
- P1( t )H

T
R�- 1( t ) HP1( t ) + GQ�( t ) GT

,

P1( t0) = P0��
(22)

由上述过程确定最优控制 u时,加权矩阵 Q和R 的选取将影响最终辨识的结果, 这里希

望输出误差向量 ey � 0, 因而矩阵 Q中对角线元素值应显著大于矩阵R中的对角线元素值��
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Theory and Algorithm of Optimal Control Solution

to Dynamic Systme Parameters Identification

(�) � � � Stochastic System Parameters

Identification and Application Example

Wu Zhigang1 � Wang Benli1 � Ma Xingrui2

� 1Departm ent of Astr onautics and Mechanics , Ha rbin Institute of Technolo gy , Ha rbin 150001, P R China ;

� 2Chinese Academy of Space Techn ology , Beijing 100081, P R Chin a

Abstract: Based on the contents of part( � ) and stochastic optimal control theory, the concept of

optimal control solution to parameters identification of stochastic dynamic system is discussed at first.

For the completeness of the theory developed in this paper and part (� ) , then the procedure of es�

tablishing Hamilton_Jacobi_Bellman (HJB) equations of parameters identification problem is present�

ed. And then, parameters identification algorithm of stochastic dynamic system is introduced. At last,

an application example_local nonlinear parameters identification of dynamic system_ is presented.

Key words: dynamic system; parameters identification; optimal control; HJB equation
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