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X

金问鲁

杭州市城建设计院, 杭州 310001
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摘要:  提出了一个弹、粘、塑性统一理论, 可用以计算在任意受力过程下物体各点弹、粘、塑

性的变化情况# 理论的基础是热力学定律及虚弹性假设# 文中导出本构关系以及有关的变分原

理,由此容易推导空间_时间的有限元构式# 值得指出,适当选取文中的物质常数, 可以得出类似于

当前习用的塑性本构关系# 

关键词:  热力学第一、 第二定律;  虚弹性假设

分类号:        文献标识码:  A

1  弹、粘、塑性统一理论的假设与说明

固体受到外部的影响时内部将作出反应# 固体主要有弹性、塑性及粘性三种性质# 从分

子微观研究实不可能,只能采用宏观方法# 外部影响只考虑外力功,反应是应变能和热耗散,

如图 1# 在图 1( a)中外力功率为 ÛW ,一部分为可逆的应变能率 ÛU ,如图 1( b) ,另一部分是不可

回逆的热耗散: 熵产生 ÛS 与绝对温度T 的乘积# 按照热力学第一、第二定律分别有:

图 1  固体的黑箱性能

  ÛW = ÛU+ TÛS , TÛS \ 01 (1)

本文所考虑的情况和假定如下:

11 理论必须符合热力学基本定律,在塑性理论中并不要求有屈服面或屈服准则的存在# 

21 如所周知, 单向荷载试验并不能确认有塑性现象发生, 只有在卸载时才能发现存在不

可恢复的塑性变形# 因此, 本文采用虚弹粘性假设, 仅在加载和卸载阶段采用不同的结构参
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量# 一般,在卸载时将结构参量取为常数,而在加载时将结构参量取为应力不变量 I 1, J 2, J 3

的正定函数# 这里, I 1 为一次应力不变量, J 2 和 J 3 分别是二和三次应力偏量不变量# 注意,

在理性力学中, 有多种变参量的弹性力学, 在本文中不作讨论# 

31 为了避免构式的复杂性,假定固体在小应变、小变温情况# 只考虑外力输入的功, 由于

是小变温不考虑热流的影响# 

粘性实质上是时滞性,粘性的积分表示式要较微分表示式妥当,本文采用积分表示, 材料

的性质主要用蠕变函数曲线和应力松弛曲线来描述,如图 2# 在弹粘性的阶段, 各结构参量记

为 C( e) ( t - S) , C( eo ) , C (ev) ( t - S) 和K (e) ( t - S) , K ( eo) , K (ev) ( t - S) ; 在粘塑性阶段, 各结构参

量记为 C (p) ( t - S) , C( po) , C( pv) ( t - S) 和 K (p) ( t - S) , K ( po) , K ( pv) ( t - S)# 变位一般可以表

示为弹粘性变位与粘塑性变位之和,而对弹粘性和粘塑性则具有同一应力:

( a) 蠕变应变( R = 1, 全部时间 )          ( b) 应力松弛( E= 1, 全部时间 )

图 2  蠕变与松弛曲线

  E= E( e) + E(p) ,  R = R( e) = R(p) , (2)

在加载阶段各实测的结构参数,用上面横划表示,它们也称为折算参数,经过简单的计算容易

求得:

  �C (o ) = C( eo) + C(po ) , 或 C(po) = �C( o) - C(eo) , (3)

  �C (v ) ( t - S) = C( ev) ( t - S) + C( pv) ( t - S) , ( 4a)

或    C( pv) ( t - S) = �C( v) ( t - S) - C ( ev) ( t - S) , ( 4b)

因为   E(e)K ( eo) = E( p)K (po) = ( E( e) + E(p)) �K (o) ,

  K ( eo ) =
E( p)
E(e)

K (po) = 1+
E( p)
E( e) _� � %�K (o) ,  

E(p)
E(e)

=
K (eo)

K (po )
,

可得:

  �K (o ) =
K ( eo)K (po)

K (eo) + K ( po)
, ( 5a)

或:    K ( po) =
K (eo)�K ( o)

K ( eo) - �K (o)
, ( 5b)

  �K v( t - S) =
K (ev) ( t - S) K ( pv) ( t - S)

K ( ev) ( t - S) + K (pv) ( t - S)
, ( 6a)

或:   K (pv) ( t - S) =
K ( ev) ( t - S)�K ( v) ( t - S)

K ( ev) ( t - S) - �K (v) ( t - S)
, ( 6b)

2  弹粘性问题和粘塑性问题的本构方程及应变能

为推导方便,假设荷载是连续函数,并设 R(0) = 0, 在其它情况的构式仅须作少量修改# 
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在弹粘性情况有:

  E(e) ( t ) = Q
t

0
[ C( eo) + C(ev) ( t - S) ] dR

dS
dS = C( eo) R( t ) + Q

t

0
C( ev) ( t - S) dR

dS
dS,

通过分部积分可得应变_应力关系如下,

  E(e) ( t ) = C( eo) R( t ) + Q
t

0
R( S) Cc

( ev) ( t - S)dS# (7)

同样可得应力 ) 应变关系如下,

  R( t ) = K ( eo) E(e) ( t ) + Q
t

0
E( e) ( S) K

c
( ev) ( t - S)dS, (8)

这里

  
C

c
( ev ) ( t - S) =

dC (ev) ( t - S)
d( t - S)

,

K
c
( ev ) ( t - S) =

dK (ev) ( t - S)
d( t - S)

# (

(9)

将以上公式推广到塑、弹、粘性情况,注意折算结构参数 �C( o) , �C ( v) , �K (o) , �K ( v) 都是 R的函数# 

  E( t ) = Q
t

0
[�C (o) + �C( v) ( t - S) ]

dR
dS

dS,

通过分部积分, 可得应变_应力关系如下,

  E( t ) = Q
S

0

d
dt

[ (�C ( o) + �C (v) ( t - S) ) # R] -
d
dS

( �C (o) + �C( v) ( t - S) ) # R �dS =

�C (o) R( t ) - Q
t

0
R( S)

d
dS

(�C (o ) + �C (v) ( t - S) )dS, (10)

同样可得应力_应变关系如下,

  R( t ) = �K ( o) E( t ) - Q
t

0
E( S)

d
dS( �K (o) + �K (v ) ( t - S) )dS# (11)

以 A ( e) ( t ) 表示弹粘性应变能密度, A (e) ( t ) 由弹性部分和粘性部分合成, 从(8) 式得:

  A (e) ( t ) = A ( eo) ( t ) + A (ev) ( t ) (12)

  
dA (eo) ( t ) = K ( eo)E( t )dE( t ) ,

dA (ev) ( t ) = dE( t )Q
t

0
E( S) Kc

(ev) ( t - S)dS# 
(13)

T 时刻的应变能为以上微分量从 0 到 T 的积分:

  
A (eo) ( T ) = Q

T

0
K ( eo )E( t ) dE( t ) =

1
2
K ( eo) ( E( T) )

2
,

A (ev) ( T ) = Q
T

0
dE( t )Q

t

0
E( S) Kc

(ev) ( t - S)dS,
(14)

在卸载时即用以上应变能密度# 

以 �A ( t ) 表示弹粘塑性应变能密度, �A ( t ) 也是由虚弹性部分和虚粘性部分合成# 类似地

有:

  �A ( t ) = �A (o ) ( t ) + �A ( v) ( t ) , (15)

  
d�A (o) ( t ) = �K ( o)E( t )dE( t ) - dE( t )Q

t

0
E( S)

d�K (o)

dS
dS,

d�A (v) ( t ) = - dE( t )Q
t

0
E( S)

d�K (v) ( t - S)
dS

dS# 
(16)

T 时刻的应变能为以上微分从 0 到 T 的积分:
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�A (o) ( T ) = Q

T

0
�K (o) E( t ) dE( t ) - Q

T

0
dE( t )Q

t

0
E( S)

d�K ( o)

dS dS,

�A ( v) ( T ) = - Q
T

0
dE( t )Q

t

0
E( S)

d�K (v) ( t - S)
dS

dS,

(17)

在加载时用以上应变能密度# 

3  外力功、应变能及最小势能原理

在一维情况,应变_变位关系是:

  E=
5 u
5x# (18)

在加载和卸载中外力功采用相同的形式# 用 p ( t )、P ( t) 分别表示 t时刻物体内部及边界

的外载, 则外力功 W 为:

  W = QdxQ
T

0
p ( t )

5u ( t )
5t dt + Q

T

0
P ( t)

du( t )
dt

dt# (19)

再设 u( t ) 在边界点的变分为零, 外力功的变分为:

  DW = QdxQ
T

0
p ( t )

5Du( t )
5t dt + Q

T

0
P( t)

dDu( t )
dt

dt =

Qdxp ( T)Du( T ) - QdxQ
T

0

5p ( t )
5 t

Du( t ) dt +

P( T)Du( T ) - Q
T

0

dP ( t)
dt

Du( t )dt# (20)

以下写出应变能的变分# 

R( t ) 由(8) 或(11) 式给出, 在求应变能密度A (T ) 的变分时, 由于 R( t ) 已由( S< t ) 的情

况确定, 对它不行变分# 

首先考虑卸载时的DA ( e) ( T)# 实际上 A ( e) ( T) 可写为: A ( e) ( T) = Q
T

0
R( t )dE( t ) , 由此可

求得应变能密度 A ( e) ( T) 的应变能 U( e) 的变分如下 ,

  DA ( e) ( T) = Q
T

0
R( t )dDE( t ) - Q

T

0
d[ R( t )DE( t ) ] - dt

dR( t )
dt

DE( t )# 

  (1

=

R( T)DE( T ) - Q
T

0
dtDE( t )

dR( t )
dt

, (21)

  DU( e) = QdxDA ( e) = QR( T )D5 u( T )
5x dx - QdxQ

T

0
dtD5 u( t )

5x
5R( t )
5 t

=

R( T)Du( T)
边界

-Q
T

0
dtDu( t ) dR( t )

dt 边界
-

Qdx 5R( T)
5x Du( T) + QdxQ

T

0
dtDu ( t )

52
R( t )

5x5 t
# (22)

对塑、弹、粘性情况, 同样有类似于( 17) 式的应变能积分# 

  D�U = R( T)Du( T )
边界

- Q
T

0
dtDu ( t )

dR( t )
dt 边界

-

Qdx
5R( T)
5x Du( T) + QdxQ

T

0
d tDu( t )

52R( t )
5x5 t

# (23)

( 23)式与( 22)式不同之处是( 22)式所用的 R表示式是(8) 式, (23) 式所用的 R表示式是(11) 式# 

当然, 两者用来计算 R的结构参数是不同的# 
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结构的总势能为 0 , 0 = U- W, 最小势能原理为D0 = D( U- W) = 0# 按照(20) , (22) ,

(23) 式具体写出最小势能如下 :

  ( R( T) - P (T) )Du ( T)
边界

-Q
T

0
dtDu( t )

dR( t )
dt -

dP ( t)
dtt� � � 0

边界
-

      Qdx
5R( T)
5x + p ( T )

载时
Du( T ) + QdxQ

T

0

52R( t )
5x5 t

+
5p ( t )
5 t

� � ( Du( t ) dt = 0, (24)

图 3  单维单元图

使( 24)式中Du( T) 和Du( t ) 的乘数为零, 且用(8) 或(11) 式可

得全部问题的控制方程# 

在计算时卸载过程中用弹粘性理论构式,加载过程中用弹

粘塑性过程构式,所以在应用本论文构式时必须区别加载和卸

载过程# 在单维情况,可用如下判别准则:

  RdE
> 0  (加载) ,

[ 0  (卸载)# Q
(25)

最后简单说明近似计算方法# 如图 3,表示单维问题所示

的单元# 在一单元中可采用单一的结构常数,对弹粘塑问题要采用逐步近似法,在本文中对此

不再作详细讨论# 

4  三 维 问 题

今将以上的结果推广到三维问题# 在本节中将采用卡特逊坐标系的张量符号# 今在小应

变、小变温的三维弹性问题中,如果逐点结构参数变化不大,则可采用两个结构参数:体积刚度

K (eo)、剪切刚度 G( eo) 来表示# 在弹粘性问题要用到四个结构参数: K (eo) , K ( ev) , G(eo) , G (ev) , 应

力 _应变关系如下 :

  Rij ( t ) = K ( eo) e( t )Dij + 2G (eo) E
c
ij ( t ) +

Q
t

0
e( S) K

c
(ev) ( t - S)dS+ 2Q

t

0
E
c
ij ( S) G

c
( ev) ( t - S) dS# (26)

类似地,在弹粘塑性问题中,用到四个结构参数 �K (o ), �K (v) , �G( o) ,�G(v) , 应力 _应变关系如下# 

  Rij ( t ) = �K ( o) e( t )Dij + 2�G (o) E
c
ij ( t ) - Q

t

0
e( S)

d
dS

( �K (o) +

�K ( v) ( t - S) )dS- 2Q
t

0
E
c
ij ( S)

d
dS

( �G( o) + �G (v) ( t - S) )dS, (27)

在( 26) , ( 27) 式中有:

  e =
1
3
Eii ,  Ecij = Eij - eDij# (28)

应变能密度 A, 其变分 DA , 以及应变能变分量 DU 分别如下 ,

  A = Q
T

0
Rij ( t )dEij ( t ) , (29)

  DA = Q
T

0
Rij ( t )DdEij ( t ) =

Q
T

0
d[ Rij ( t )DEij ( t ) ] - dt

dRij ( t )
dt

DEij ( tt )� � (u =

Rij ( T )DEij ( T) - Q
T

0
dtDEij ( t )

dRij ( t )
dt

, (30)
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由于   Eij =
1
2
( ui , j + uj, i ) (31)

及高斯( Gauss) 积分定理可得:

  DU = QdvdA = QdSRij ( T) nj Du i ( T) - QdSQ
T

0
dt

5Rij ( t )
5 t

nj Dui ( t ) -

QdvRij , j ( T )Du i ( T) + QdvQ
T

0
dtDui ( t )

5Rij , j ( t )
5 t

, (32)

v 及S 分别示固体的体积和表面积# 外力功的变分为:

  DW = Qdvpi ( T)Dui ( T ) -QdvQ
T

0

5p i ( t )

5 t
Dui ( t )dt +

QdSP i ( T )Dui ( T ) - QdSQ
T

0

5P i ( t )

5t Dui ( t )dt# (33)

变分原理是:

  D0 = DW- DU = 0# (34)

以上原理同时可用于加载和卸载过程,加载和卸载的判别准则是:

  RijdEij
> 0  (加载) ,

[ 0  (卸载)# �
(35)

5  讨   论

如前所述, C、K 的选择仅须符合热力学定律, 所以有多样的选取方法, 以满足实际问题

需要# 今对弹塑性问题的实际应用作几点说明# 

( 1) 一般塑性力学需要假设有屈服面和屈服准则, 在本文方法中并不需要, 如岩土、混凝

土从开始加荷时,就存在塑性变形,应用本文方法更为有利# 

( 2) 塑性力学中德罗克公设和伊留申公设不难从本文方法导出,这里不赘# 鹫津久一郎

的5塑性论6中提出一种塑性应变_应力关系,写出如下:

  dEpij = Rc
ijdK, (36)

K是应力不变量函数, 由(36) 式得:

  dEpij = d( KRc
ij ) - KRc

ij , (37)

如果在上式右方的第二项远小于第一项,则( 37) 式可写为:

  dEpij = d( KRc
ij )# (38)

在虚弹性理论中有:

  

Eij =
1
K
RDij +

Rc
ij

2G
,  Rij = K eDij + 2GEc

ij ,

R =
1
3 ( Rx + Ry + Rz) ,  e =

1
3 ( Ex + Ey + Ez ) ,

Rc
ij = Rij - RDij ,  Ecij = Eij - eDij# 变能

(39)

对于塑性应变, ( 37)式第一式可改写为:

  Epij =
1
K p
RDij +

Rij
2Gp

, (40)

如令 1/ K p = 0, 1/ 2G p = K, 代入(40) 式得:

  Epij = KDc
ij ,  dEpij = d( KRcij ) , (41)
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图 4 应力循环与永久应变

( 41)式与( 38)式相同# 

( 3) 对常见的工程现象有时难用一般力学进

行解释# 例如土壤夯实是应力循环造成的永久应

变,地震沙土液化是应变循环造成的应力衰减# 

在本文弹塑理论中, 各结构参量采用简单的常数,

即容易解释所述的现象# 见图 4, 图5# 

根据线性假定, 容易算出每次循环及 n 次循

环的永久应变以及应力衰减值,写出如下,

$E(每次永久应变) = ( R2 - R1) Cp, ( 42a)

图 5  应变循环及应力衰减

E( n 次永久应变) = E
n

j = 1
$E( j ) =

   $E[ 1+ r + r
2
+ ,+ r

n- 1
] = $E

1 - r
n

1 - r
,

( r 为强化系数) ( 42b)

$R(每次应力衰减) =
Cp

Ce( C e + Cp)
$E, ( 43a)

R( n 次应力衰减值) = $R(1+ r + r
2
+ ,+ r

n- 1
) =

$R
1 - r

n

1 - r
  ( r 为强化系数)# ( 43b)
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The Unified Theory of Elastic_Viscosic_Plastic

Theory of Solids

Jin Wenlu

Han gzhou Architectura l and Civil Engineer in g Design In stitute , Han gzhou 310001, P R China

Abstract: In this paper, unified elastic_viscosic_plastic theory which can compute the change of elas-

tic, viscosic and plastic situation of each point in the body is suggested. The theory is based on the

laws of thermodynamics and the pseudo elastic postulate. In the paper, the constitutive equations and

variational principles are deduced. Fromwhich the finite element method of both space and time may

be esily formulated. Note that, by choosing the material parameters properly, the plastic constitutive

equations currently used may be given.

Key words:  the first and second laws of thermodynamics; pseudo elastic postulate
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