
论文编号: 1000_0887( 1999) 03_0269_76

Banach空间中含强增生算子的
非线性方程的迭代解
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摘要:  设 X 为实 Banach空间, X* 为其一致凸的共轭空间# 设 T : X y X 为Lipschitzian强增

生映象, L \ 1为其 Lipschitzian常数, k I ( 0, 1) 为其强增生常数# 设 Any e , Bnz e 为[ 0, 1] 中的两

个实数列满足:

( � )  An y 0( n y ] ) ;

( � )  Bn <
k (1 - k )
L (1 + L)

 ( P n \ 0) ;

( � )  E
]

n= 0

An = ] # 

假设 un s ;
]
n= 0和 vnw h

]
n= 0 为 X 中两序列满足: +un + = o( An) 与 vn y 0 ( n y ] ) # 

任取 x 0 I X ,则由

  ( IS) 1
x n+ 1 = (1 - An ) x n + AnSy n + un

y n = (1 - Bn) x n+ BnSx n+ vn   ( n \ 0) 1

所定义的迭代序列 x n� � �强收敛于方程Tx = f 的唯一解# 

一个相关结果处理 U_半压缩映象的不动点的迭代逼近# 

关键词:  带误差的 Ishikawa 迭代;  强增生映象;  U_半压缩映象

分类号:  O177191   文献标识码:  A

1  引言与预备知识

设X 为实 Banach空间, X * 为其共轭空间, + # + 为其中向量的范数# 正规对偶映象 J :

X y 2X
*

定义为

  Jx = x
* I X

*
| 3x , x * 4 = +x +2

= +x 4 +2�� � �,

其中, 3#, #4表示广义共轭对# 熟知,若X
*
为严格凸的,则 J 为单值的且 P t \0, x I X ,有

J ( tx ) = tJx# 若X
* 为一致凸的,则 J 在X 的任何有界子集上是一致连续的 (参见 Brawder[ 1] ,

Barbu[ 2] )# 

以 D(T ) , R( T) 分别表示算子 T 的定义域和值域# 
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T: X = D(T) y X 称为增生的,如果对每 x , y I D(T ) ,相应地存在 j I J ( x - y ) ,使得

  3Tx - Ty , j4 \ 0# (1)

增生算子的概念于 1967年由 Browder[ 1]和 Kato[ 3]独立引入# 在增生算子理论中一个基本

结果归功于 Browder,他证明了初值问题

  du
dt
+ Tu = 0,  u(0) = u0, (2)

当 T 为局部Lipschitzian和增生算子时是可解的# 增生算子 T 称为强增生的,如果不等式(1)

右端被 k +x - y +2
所代替# 不失一般性,我们假定 k I (0, 1)# 这些算子已为许多作者所研

究(参见[ 2 ~ 6, 7, 8, 9] )# Deiml ing的[ 4,定理311] 证明了若X
* 为一致凸的, T : X y X为次连

续和强增生的, 则 R (T ) = X# 因此, Pf I X ,方程 Tx = f 在X 中至少有一个解# 

最近, Chidume的[ 5,定理 2]证明了下述结果:

定理 C  设 E 为实 Banach 空间, E
* 为其一致凸的对偶空间 # 假设 T: E y E 为

Lipschitzian强增生映象满足( I_T ) 的值域为有界集# 对给定的 f I E, 定义 S : E y E , Sx = f

- Tx + x , Px I E# 设 Kn +� � �
]
n= 0 和 Bn)

]
n= 0 为实数列满足:

( � )  0 [ Kn [ Bn < 1( Pn \ 0) ;

( � )  E
]

n= 0
Kn = ] ;

( � )  lim
ny ]

Bn = 0;

( � )  E
]

n= 0
Knb( Kn ) < ] # 

对任意 x 0 I E, 定义序列 xn
]
n= 0 < E 如下:

  

x0 I E ,

xn+ 1 = ( 1- Kn) x n + KnSy n,

yn = (1 - Bn) xn + BnSx n( n \ 0) , �

则 x n X
]
n= 0 强收敛于方程 Tx = f 的唯一解# 

一个问题自然出现: 如果不假设 ( I_T) 的值域为有界集,那末定理 C 还正确吗?

本文的主要目的是要解决这个问题# 为此目的,我们需要下述已知结果# 

引理 111[ 10]  设 X
* 为严格凸的,则 Px , y I X ,

  +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , J ( x + y )4# 

引理112[ 10]  设 Qn19
]
n= 0为非负实数列满足 Qn+ 1 [ ( 1- Kn ) Qn+ o ( Kn ) ,其中 Kn I [ 0, 1] ,

E
]

n= 0
Kn = ] # 则 Qn y 0( n y ] ) # 

2  主 要 结 果

定理 211  设 X 为实 Banach 空间, X * 为其一致凸的对偶空间 # 假设 T: X y X 为

Lipschitz强增生映象,设 L \ 1为其 Lipschitz常数, k I (0, 1) 为其强增生常数# 对给定的 f

I X ,定义 S : X y X , Sx = f - Tx + x , Px I X# 设 An *
]
n= 0 和 Bn杨 文  

]
n= 0 为实数列满足

( � )  An y 0  ( n y ] ) ;
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( � )  Bn <
k (1- k)
L (1+ L )

 ( P n \ 0) ;

( � )  E
]

n= 0
An = ] # 

假设 un
� � ]

]
n= 0 和 vn

]
n= 0 为 X 中两序列满足: +un + = o( An) , vn y 0  ( n y ] ) # 

对任意 x 0 I X , 定义序列 xn 如 果
]
n= 0 < X 如下:

  ( IS) 1
x n+ 1 = (1 - An ) x n+ AnSyn + un,

y n = (1- Bn) x n + BnSxn + vn  ( n \ 0du ) ,

则 x n� � �强收敛于方程Tx = f 的唯一解# 

证  依Deimling的[ 4,定理 1311] , 方程 Tx = f 有唯一解# 设 q 为其解, 则 q 为S 的唯一

不动点# 

因 T 为强增生的,故有 k I (0, 1) 使得 Px , y I X ,

  3Tx - Ty , J ( x - y )4 \ k +x - y +2
, (3)

而且   3Sx - Sy , J ( x - y )4 [ (1- k ) +x - y +2# (4)

使用引理 111与( IS) 1 得

+x n+ 1- q +2
= +(1 - An ) ( x n - q ) + An( Syn - Sq) + un +2 [

+(1 - An ) ( x n - q ) + An( Syn - Sq) +2
+ 23un , J ( xn+ 1- q)4 [

+(1 - An ) ( x n - q ) + An( Syn - Sq) +2
+ 2+un + +xn+ 1 - q + [

+(1 - An ) ( x n - q ) + An( Syn - Sq) +2
+ +un + +

+un + +x n+ 1 - q +2# (5)

移项得

(1- +un +) +x n+ 1- q +2 [ +(1 - An ) ( x n - q ) + An( Syn - Sq ) +2
+ +un +, (6)

再次使用引理 111和( IS) 1 得

+(1- An ) ( x n- q ) + An( Syn - Sq) +2 [

    (1- An)
2 +x n - q +2

+ 2An3Syn - Sq, J ( (1- An) ( x n- q ) + An( Syn - Sq) )4 [

    (1- An)
2 +x n - q +2

+ 2An(1+ L ) bn ( ( BnL + 1) +x n- q+ + +vn +) (1+

    +x n- q +) + 2An (1- An) (1 - k ) +xn - q+2
+ 2An(1 - An ) (1 + L ) ( LBn +xn -

    q + + +vn +) +xn - q+ [ ( (1- An)2 + 2An (1- An) (1 - k ) ) +x n- q+2
+

    2(1 + L ) Anbn( BnL + 1) +xn - q +2
+ 2An(1 + L ) bn ( BnL + 1) (1 + +x n- q +2

) +

    2An (1- An) (1 + L ) LBn +xn - q +2
+

    2An (1- An) (1 + L ) +vn +(1 + +x n- q +2
) + 2(1+ L ) Anbn +vn + [

    ( (1- An)
2
+ 2An(1 - An ) (1- k ) + 2(1+ L ) Anbn ( BnL + 1) +

    2An (1+ L ) bn( BnL + 1) + 2An(1- An) (1+ L ) LBn +

    2An (1- An) (1 + L ) +vn +) +x n- q +2
+

    2An (1- An) (1 + L ) +vn + + 2An( 1+ L ) nn ( BnL + 1) + 4An(1 + L ) bn +vn + [

    ( (1- An)
2
+ 2An(1 - An ) (1- k

2
) + 4An( 1+ L ) bn( BnL + 1) +

    2An (1- An) (1 + L ) +vn +) +x n- q +2
+ rn , (7)

其中, bn =
J ( ( 1- An) ( xn - q ) + An ( Sy n- Sq ) ) - J ( (1- An) ( x n- q ) )

1 + +x n - q +
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rn = 2An( 1+ L ) ( bn( BnL + 1) + 2bn +vn + + (1 - An) +vn +) # 

现证 bn y 0( n y ] )# 事实上,因X
* 为一致凸的,故 J 在X 的任何有界集上是一致连续

的# 注意到

  
An( Syn - Sq )

1+ +x n - q + [ An(1 + L) ( ( BnL + 1) + +vn +) y 0

( n y ] ) ,立知 bn y 0( n y ] )# 于是有 rn = o ( An) # 

选取自然数 N \ 1使得当 n \N 时,

  (1 + L )
2bn

1- An
( BnL + 1) + +vn +理 定� < k

2
(1 - k

2
) , (8)

将( 8)代入( 7) , ( 7)代入( 6) 得

  (1 - + un +) +xn+ 1- q +2 [ (1 - k
4
An ) +xn - q +2

+ o( An) , (9)

以 (1- +un +) 除以(9) 式两端得

  +xn+ 1- q +2 [
1 - k

4An
1 - +un + +x n - q +2

+ o( An )# (10)

由假设 +un + = o( An) 知,存在 En y 0( n y ] ) 使得 +un + = EnAn, 从而

  
1- k

4An
1 - + un + =

1 - k
4An

1 - EnAn
= 1-

k
4
- En

1- EnAn
An,

因
k
4
- En

1 - EnAn
y k

4
( n y ] ) ,故对于固定的 k1 I (0, k ) ,存在自然数 N1 \1使得当 n \N1

时,
k
4
- En

1- EnAn
\ k

4
1# 因此,当 n 充分大时有

  +xn+ 1- q +2 [ (1 - k
4
1An ) +xn - q +2

+ o( An)# (11)

令 Qn = +x n- q+2
, Kn = k

4
1An# 则(11) 式给出

  Qn [ (1- Kn) Qn + o( Kn ) , (12)

由引理112知, Qn y 0( n y ] )# 即 xn y q ( n y ] )# 定理 211证完# 

注 1  即使 un S vn S 0, 定理211也是一个新结果# 它改进和扩展了 Chidume的[ 5, 定理 2] , Deng和 Ding

的[ 6, 定理 2]# 

注2 若误差满足条件: E
]

n= 0

+ un + < ] 与 E
]

n= 0

+ vn + < ] , 则我们可用其它方法证明定理 21 1结论仍成

立# 

注 3 当 X 为任意 Banach 空间时定理 211结论仍成立# 

注 4 若不假设 T 为 Lipschitzian 映象, 我们不知道定理 211是否成立# 

下一个结果处理 U_半压缩映象的不动点的迭代逼近# 

令 F (T ) = x I D (T) ; Tx = x (# T 称为U_半压缩的如果 F (T) X <# 且存在一个严

格增加函数 U: [ 0, ] ) y [ 0, ] ) 满足 U(0) = 0使得

  3Tx - Ty , j ( x - y )4 [ +x - y +2
- U( +x - y +) +x - y + , (13)

Px I D (T) 但 y I F (T) 成立# 这类映象正为不同的作者深入研究(如,参见[ 11, 12, 13] )# 

定理 212  设X 为实光滑Banach空间, K < X 为非空凸子集, T : K y K 为一致连续U_半

压缩映象# 设 An 2
]
n= 0 和 Bn

(

]
n= 0 为两个实数列满足 :
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( � )  0 < An, Bn < 1, Pn \ 0;

( � )  An y 0, Bn y 0  ( n y ] ) ;

( � )  E
]

n= 0
An = ] # 

定义 Ishikawa迭代序列 xn实 上� � ( X
]
n= 0 如下:

  ( IS) 2

x 0 I K ,

x n+ 1 = (1 - An ) x n+ AnTy n,

y n = (1- Bn) x n + BnTx n( n \ 0) ,

假设 xn �n
]
n= 0 是有界的,则 x n� � 强收敛于T 的唯一不动点# 

证  由不等式( 13) 知, F (T ) 必为单点集# 设 x
* 为 T 的唯一不动点# 

因T : K yK 为一致连续的,故T 为有界的# 依假设 x n �2 为有界的, 故 Tx n  � 为有界的,由

( IS) 2 知, yn� �也是有界的, 从而 Tyn 也是有界的# 

令 M = sup
n = 0

+x n- x
* +; n \ 0n # 

由引理111与( IS) 2 得

  +xn+ 1- x
* +2

= +(1 - An ) ( x n - x
*
) + An ( Tyn - Tx

*
) +2 [

(1- An)
2 +xn - x

* +2
+ 2An3Tyn - Tx

*
, J ( x n+ 1 - x

*
)4, (14)

注意到

  3Ty n- Tx
*
, J ( xn+ 1- x

*
)4 =

      3Tyn - Tx n+ 1, J ( xn+ 1- x
*
)4+ 3Tx n+ 1- Tx

*
, J ( x n+ 1- x

*
)4 [

      +Tyn - Txn+ 1 + +x n+ 1 - x
* + + +x n+ 1- x

* +2
-

      U( +xn+ 1 - x
* +) +x n+ 1- x

* + [

      M +Tyn - Tx n+ 1 ++ +xn+ 1- x
* +2

- U( +x n+ 1- x
* +) +x n+ 1 - x* + =

      an + +xn+ 1 - x
* +2

- U( +xn+ 1- x
* +) +x n+ 1- x

* + , (15)

其中, an = M +Tyn - Txn+ 1 + y 0( n y ] )# 事实上,因 y n- x n+ 1 = Anxn - Bnxn + BnTxn -

AnTyn y 0( n y ] ) 而 T: K y K 为一致连续的,故 Tyn - Tx n+ 1 y 0( n y ] ) ,因此 an y 0( n

y ] ) # 

将( 15)代入( 14)并移项得

  +xn+ 1- x
* +2 [

(1- An)
2

1 - 2An
+x n - x

* +2
-

2An
1 - 2An

U( +xn+ 1-

x
* +) +xn+ 1- x

* + + o ( An)# (16)

我们现在考虑两种可能情形# 

情形 1  存在 n \ 0使得 x n+ 1 = x
* # 

此时反复使用( IS) 2 知 xn+ m = x*  ( Pm \ 1)# 这表明 xn y x
*
( n y ] ) # 

情形 2  Pn \ 0, +xn+ 1- x
* + > 0# 

再考虑两种可能情形# 

情形 211  inf
n\0

U( +xn+ 1- x
* +

+x n+ 1- x
* +

= R> 0# 

不失一般性,假设 R I (0, 1) # 
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由( 16)得对充分大的 n \ 0 ,

  +xn+ 1- x
* +2 [

1- 2An + A2n
1- 2An(1 - R) +xn - x

* +2
+ o( An ) [

(1- RAn ) +x n - x
* +2

+ o ( An) , (17)

令 Qn = +x n- x
* +2

, Kn = RAn ,则(17) 给出

  Qn+ 1 [ (1 - Kn ) Qn+ o( Kn) ,

其中 Kn I (0, 1) , E
]

n= 0

Kn = ] ,由引理 112知, Qn y 0( n y ] ) , 即 x n y x
*
( n y ] ) # 

情形 212  inf
n\0

U( +xn+ 1- x
* +)

+xn+ 1 - x
* +

= 0# 

因 U: [ 0, ] ) y [ 0, ] ) 为严格增加的,故存在某子列 x n
j
+ 1� �+ 强收敛于 x

*
( j y ] ) # 

我们要证明 xn y x
*
( n y ] ) # 

因 xn
j
+ 1 y x

*
( j y ] ) , An y 0, an y 0( n y ] ) ,故 PE> 0,存在固定的 j \ 1使得 P n

\ nj ,

  +xn
j
+ 1- x

* + < E, An <
EU( E)
2M

, an <
EU( E)
2

, (18)

为证 x n y x
*
( n y ] ) , 只需证明

  +xn
j
+ m - x

* + [ E, Pm \ 1

先证 +xn
j
+ 2- x

* + [ E# 若否, 假设

  +xn
j
+ 2- x

* + > E, 则

  U( +xn
j
+ 2 - x

* +) > U( E) (19)

使用( 16) , ( 18)和( 19)式有

  +xn
j
+ 2- x

* +2 [ 1+
A2n

j
+ 1

1 - 2An
j
+ 1� � �+x n

j
+ 1- x

* +2
- -

2An
j
+ 1

1- 2An
j
+ 1
( U( E) E- an

j
+ 1) [

+xn
j
+ 1 - x

* + -
An

j
+ 1

1- 2An
j
+ 1
[ 2U( E) E- An

j
+ 1M - 2an

j
+ 1] [

+xn
j
+ 1 - x

* +2
,

这推出 +x n
j
+ 2- x

* + [ +xn
j
+ 1- x

* + < E,矛盾# 用同样方式可证 Pm \ 1, +x n
j
+ m

- x
* + [ E# 定理 212证完# 

注 5 因 q_一致光滑 Banach空间为光滑Banach空间, L ipschitzian算子为一致连续算子, 而在Osilike
[ 13]

的

假设下,易证 xn 是有界的, 因而由定理212可推出 Osilike之[ 13] 的定理2# 由于强伪压缩映象必为 U_半压

缩映象,由定理 212 可推出 Chidume之[ 14] 的定理 4, 13# 

注 6 最近, 我们已证明定理 212 在更一般的赋范线性空间成立# 

致谢  作者向审稿人表示真诚的感谢!
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Iterative Solution of Nonlinear Equations with

Strongly Accretive Operators in Banach Spaces

Zhou Haiyun

Depar tment of Ba sic Scien ce , Ordnan ce Engineer ing College , Shijia zhuan g 050003, P . R . China

Abstract: Let X be a real Banach space with a uniformly convex dualX * . Let T : X y X be a Lips-

chitzian and strongly accretive mapping with a Lipschitzian constant L \ 1 and a strongly accretive

constant k I ( 0, 1) . Let An e I, Bn] .� �t r bbe two real sequences in [0, 1] satisfying:

( � )  An y 0 as n y ] ;

( � )  Bn <
k (1 - k )
L (1 + L)

, for alln \ 0;

( � )  E
]

n= 0

An = ] .

Set Sx = f - Tx + x , P x I X .

Assume that un . I
]
n= 0 and vn a n

]
n = 0 be two sequences inX satisfying + un+ = o( An) and vn y 0 as n

y ] .

For arbitrary x 0 I X, the iteration sequence xnC o is defined by

  ( IS) 1
x n+ 1 = (1 - An ) x n + AnSy n + un

y n = (1 - Bn) x n+ BnSx n+ vn   ( n \ 0of )

then x n� �  converges strongly to the unique solution of the equation Tx = f .

A related result deals with iterative approximation of fixed points of U_ hemicontractive mappings.

Key words: Ishikawa iteration with errors; strongly accretive mapping; U_hemicontractive mapping
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