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用张量导数法求横观各向同性弹性
材料的弹性张量的一般形式
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摘要:  用对张量函数求导的方法导出了横观各向同性材料和各向同性材料的弹性张量的一

般形式与应力_应变关系式# 从推导过程可 更清楚地看出为什么横观各向同性材料和各向同性材

料分别有五个和两个独立的弹性常数,即材料有几个独立的弹性常数是由其应变能函数的形式所

决定的# 
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符号约定

U:应变能函数

Q: 标准正交张量

E :应变张量

E ij :应变张量 E 的分量, i, j = 1, 2, 3

n :横观各向同性材料的对称轴向量

U* , E * , n* : 分别为 U, E, n 在另一标架下的形式

JEi :应变张量 E 的主不变量, i = 1, 2, 3

JE , n
i : 应变张量 E与向量 n的不变量, i = 4, 5

Ji : 分别为 JE1 , J
E
2 , J

E
3 , J

E, n
4 , JE, n

5 的简写, i = 1, 2, 3, 4,

5

Bi :与 E, n 无关的独立常数, i = 1, 2, 3, 4, 5

el , e
m :分别为所取标架系统的协变与逆变基矢量, l,

m = 1, 2, 3

ª : 张量的并矢符号

I: 度量张量,形式为 el ª el

l: 四阶张量 I ª I

l( 1324) : 四阶张量 l的同构体, 其形式为 el ª em ª

el ª em

C :四阶弹性张量

K, L,A1 ,A2 ,A3 :与 B1 , B2 , B3, B4, B5有关的独立常数

C11, C12, C13, C33, C44, C55:横观各向同性材料的弹性

系数

T : 应力张量

T ij :应力张量 T 的分量, i, j = 1, 2, 3

引   言

众所周知, 各向同性线弹性材料应变与应力的关系可用两个独立的参数来表征,横观各向

同性线弹性材料应变与应力的关系可用五个独立的参数来表征# 在经典的弹性理论著作中,

上述本构关系是用坐标轴旋转和对坐标轴的反射得到的[ 1] , [ 2] , [ 3]# 本文从另一个思路,即用

张量的不变量的概念和对张量函数求导的方法[ 4] ,重新导出了上述关系# 

295

 应用数学和力学,第 20 卷 第 3期( 1999年 3 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics
           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  1997_04_28; 修订日期:  1999_01_07

作者简介:  陈维毅( 1961~ ) ,男, 副教授,副系主任



1  横观各向同性材料的应变能函数和对应的张量不变量

对横观各向同性材料其应变能 U可表示为应变张量E 和各向同性轴的方向矢量n 的函

数,即

  U = u( E, n ) , (1)

这里 E = E
T
是对称二阶张量, n为单位矢量, U是各向同性标量函数,因此在正交变换 Q

下 U的值保持不变:

  U
*

= u( Q # E # Q, Q # n ) = u ( E
*
, n

*
) = U,

这里, Q是标准正交张量, U
*
, E

*
, n

* 分别为 U, E, n 在变换后的标架下的值# 

由( 1)式知 U应为E与n 的不变量的函数,在这些不变量中独立的只有五个,如:

  J
E
1 = trE , (2)

  J
E
2 =

1
2
[ ( trE)

2
- tr( E # E) ] , (3)

  J
E
3 = detE, (4)

  J
E, n
4 = n # E # n , (5)

  J
E, n
5 = n # E

2 # n# (6)

以下我们省去 J 的上标不写只写J 的下标# 如 J 5代表 J
E, n
5 ,这样,

  U = u( E , n ) = f ( J 1, J 2, J 3, J 4, J 5) , (7)

对于线弹性材料来说,由于 U是应变分量的二次函数,所以必然有:

  U = B1J
2
1+ B2J 2+ B3J 1J 4+ B4J

2
4+ B5J 5, (8)

式中 B1, B2, B3, B4, B5 为与 E , n 无关的常数# 

2  横观各向同性材料的弹性张量

下面我们来求
5U
5E# 由(8) 式对 E 求导得:

  5U
5E = 2B1J 1

5J 1

5E + B2
5J 2

5E +

B3J 1
5J 4

5E + B3J 4
5J 1

5E + 2B4J 4
5J 4

5E + B5
5J 5

5E# (9)

这是因为设
5( J 1J 4)

5E = B ,  
5J 1

5E = B1,  
5J 4

5E = B4 ,

则由二阶张量的标量函数的导数定义:

  lim
Sy 0

dJ 1( E + SA)
dS

= B1: A,  lim
Sy0

dJ 4( E + SA)

dS
= B4: A ,

  lim
Sy 0

d[ J 1( E + SA) # J 4( E + SA) ]

dS
= B : A # 

因为

  lim
Sy 0

d[ J 1( E + SA) # J 4( E + SA) ]

dS
=

      J 1 lim
Sy 0

dJ 4( E + SA)

dS
+ J 4 l im

Sy 0

dJ 1( E + SA)
dS

=

      J 1B4: A + J 4B1: A = B: A ,

比较上式两端得:
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  B = J 1B4+ J 4B1 = J 1
5J 4

5E + J 4
5J 1

5E # 

不难求得各个不变量对 E的导数为 :

  
5J 1

5E = I , ( a)

  
5J 2

5E = J 1I - E
T
= J 1 I - E, ( b)

  
5J 4

5E = n ª n, ( c)

  
5J 5

5E = n # E ª n + n ª n # E# ( d)

下面我们只给出( c) , ( d)两式的证明# 

  lim
Sy 0

dJ 4( E + SA)
dS

= lim
Sy 0

d( n # ( E + SA) # n)
dS

=

n # A # n = B4: A = n ª n: A ,

因此:  B4 =
5J 4

5E = n ª n,

同样   lim
Sy 0

dJ 5( E + SA)
dS = lim

Sy 0

d[ n # ( E + SA) # ( E + SA) # n ]
dS =

n # E # A # n+ n # A # E # n = B5: A ,

因为

  n # E # A # n = ( n # E) ª n: A,  n # A # E # n = n ª ( E # n) : A ,

所以

  B5 = ( n # E) ª n+ n ª ( E # n) ,

所以我们有

  5U
5E = 2B1J 1 I + B2J 1I - B2E + B3J 1n ª n +

B3J 4 I + 2B4J 4n ª n + B5( ( n # E) ª n +

n ª ( E # n) ) , ( 10)

从等式( 10)可看出
5U
5E是对称二阶张量# 

下面我们来求
52 U
5E2 即弹性张量 C # 

  
5[ J 1I ]

5E = I ª I = l , ( e)

  5[ E ]
5E = l

(1324)
= el ª em ª e

l ª e
m
, ( f )

  
5[ J 4n ª n ]

5E = n ª n ª n ª n, ( g)

  
5[ IJ 4]

5E = I ª n ª n, ( h)

  
5[ J 1n ª n ]

5E = n ª n ª I , ( i)

  5[ n # ( E ª n) ]
5E = e

m ª n ª n ª em , ( j)
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  5[ n # ( E
T ª n ) ]

5E = el ª n ª e
l ª n, ( k)

  5[ n ª n # E ]
5E = n ª e

k ª n ª ek , ( l)

  5[ n ª n # E
T
]

5E = n ª es ª e
s ª n, ( m)

以上各式很容易证明# 例如对等式( m) , 因为

  lim
Sy 0

d[ n # ( E
T
+ SAT

) ª n]
dS

= n # ( A
T ª n) = D: A ,

上式的分量形式为: A
ij
n
l
n
e
eiel = D

il
Â stA

st
eiel , njn

lDis D
j
t A

st
eiel = D

il
Â steielA

st ,

所以

  D
il
Â st = ntn

lDis ,

即

  D = el ª n ª e
l ª n # 

由以上等式可得

  C = (2B1 + B2) I ª I - B21
( 1324)

+ B3( I ª n ª n +

n ª n ª I ) + 2B4n ª n ª n ª n +

1
2
B5( e

m ª n ª n ª em + el ª n ª e
l ª n +

n ª e
k ª n ª ek + n ª es ª e

s ª n) , (11)

且有:  I ª I = - l = el ª e
l ª em ª e

m ,

    e
m ª n ª n ª em + el ª n ª e

l ª n +

        n ª e
k ª n ª ek + n ª es ª e

s ª n =

        ( e
m ª n + n ª e

m
) ª ( em ª n + n ª em) ,

如果取:  K= 2B1+ B2, 2L= - B2, A1 = 2B4, A2 = B3, A3 =
1
2
B5 ,

则最后可得:

  C = Kl + 2Ll ( 1324) + A1n ª n ª n ª n +

A2( I ª n ª n+ n ª n ª I) +

A3( e
m ª n + n ª e

m
) ª ( em ª n+ n ª em)# (12)

可以验证 C
(1234)

= C
(2134)

= C
(1243)

= C
(3412) # 

对于各向同性弹性材料,其应变能函数只要在( 8)式中取 B3= B4 = B5 = 0(即应变能与方向矢

量 n 无关) ,用相同的方法可得弹性张量 C为:

  C = Kl + 2Ll ( 1324) # 

如果我们采用笛卡尔坐标系, 并选 n = e3,则由(10) 式得应力张量 T为:

  T =
5U
5E = KJ 1I + 2LE + A1( e3 # E # e3) e3 ª e3 + A2I( e3# E # e3) +

A2J 1 e3 ª e3+ 2A3[ e3 # ( E ª e3) + e3 ª E # e3] =

KJ 1I + 2LE + A1E33e3 ª e3+ A2E33I + A2J 1 e3 ª e3+

2A3( E3iei ª e3 + E i3 e3 ª ei ) , ( 13)

其分量为:
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  T 11 = KJ 1+ 2LE11+ A2E 33 = ( K+ 2L) E 11+ K( E22+ E33) + A2E33,

  T 22 = KJ 1+ 2LE22+ A2E 33 = ( K+ 2L) E 22+ K( E11+ E33) + A2E33,

  T 33 = ( K+ 2L) E33+ ( A1+ 2A2+ 4A3) E 33+ ( K+ A2) ( E11+ E 22) ,

  T 12 = T 21 = 2LE12,

  T 13 = T 31 = 2LE13+ 2A3E 13,

  T 23 = T 32 = 2LE23+ 2A3E 23,

T =

T 11

T 22

T 33

T 12

T 13

T 23

=

K+ 2L K K+ A2 0 0 0

K K+ 2L K+ A2 0 0 0

K+ A2 K+ A2 K+ 2L+ A1+ 2A2+ 4A3 0 0 0

0 0 0 2L 0 0

0 0 0 0 2( K+ A3) 0

0 0 0 0 0 2( L+ A3)

e

! ! ( l

E11

E22

E33

E12

E13

Ee 23

# # (s

,

取: C11 = K+ 2L, C12 = K, C13 = K+ A2, C33 = K+ 2L+ A1+ 2A2+ 4A3, C55 = 2( K+ A3) 则

  T =

C11 C12 C13 0 0 0

C12 C11 C13 0 0 0

C13 C13 C33 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C55 0

0 0 0 0 0 C 55

E 11

E 22

E 33

E 12

E 13

E 23C� � =

,

其中 C44 =
1
2
( C11- C12) # 

3  讨   论

从上面的推导可以看出一种材料有几个独立的弹性常数是由其象( 8)式一样的应变能方

程里有几个张量不变量和有几个独立系数( Bi , i = 1, 2, 3,) 所决定的# 因此可以更清楚地

看出为什么横观各向同性材料与各向同性材料分别有五个和两个独立的弹性常数# 

致谢:作者曾就本文的内容与俄罗斯科学院的 Lev V. Nikitin 教授进行过有益的讨论,杨桂

通教授给作者提供了大力帮助并就本文提出了不少建设性建议,在此作者表示衷心的感谢# 
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Derivation of The General Form of Elasticity Tensor of The

Transverse Isotropic Material by Tensor Derivate

Chen Weiyi

In stitute of Applied Mechan ics , Ta iyuan Univer sity of Techn ology , Ta iyuan 030024, P R China

Abstract: In the paper the elasticity tensor and the relation between stress and strain of transverse

isotropic material and isotropic material are deduced by tensor derivate. From the derivation the rea-

son why there are two independent elasticity coefficients for isotropic elastic material and five for

transverse isotropic elastic material can be seen more clearly.

Key words:  tensor; transverse isotropic material; strain energy; elasticity; tensor derivate
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