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构造厚、薄板通用的可靠板元 DM4单元
X

杨  连

合肥市规划事务处, 合肥 230001

(张汝清推荐)

摘要:  在研究剪切自锁现象( shear locking)、零能模式( zero energy mode) 及分片检验( patch test)

等问题的基础上综合考虑了三者之间联系, 更清楚地揭示了三者之间内在关系, 为建立高效、可靠

的厚、薄板通用单元提供了一种合理方法# 

关键词:  剪切自锁;  零能模式;  分片检验;  相容约束条件;  合理Kirchhoff 约束

分类号:  O342   文献标识码:  A

1  关于剪切自锁的分析 ) ) ) 条件 Ñ

构造薄板单元 C
1 类连续性 w场比较困难,以 w为基本场的位移型单元大多是非协调元,

且这些单元的收敛性有时难以得到保证# 另一方面, Kirchhoff 板理论已无法适用于工程中大

量使用的中厚板问题, 因而构造可靠、有效的计入横向剪切效应的厚、薄通用 C
0 类板壳单元是

近年来国内外普遍关心的研究课题且已经取得了很多卓有成效的成果
[ 1~ 4]# 但困难依然存

在, 在这方面仍然需要更深层次的分析# 

图 1  四结点单元

如图 1 所示, 四边形四结点Mindlin 板元, 横向位移 w 和转角 H可用双线性协调场表示为:
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w = E
4

i= 1

N i ( N, G) w i ,

HN = E
4

i= 1

N i ( N, G) HNi ,

HG = E
4

i= 1
N i ( N, G) HGi , 理方

( 1)

式中: N i ( N, G) 是标准的形函数, 具体显式为:

  N i ( N, G) =
1
4

( 1+ NiN) ( 1+ GiG)   ( i = 1, 2, 3, 4)# ( 2)

式( 1) 可等价地表示为:

  w = c1 + c2N+ c3G+ c4NG, ( 3a)

  HN = a1 + a2N+ a3G+ a4NG, ( 3b)

  HG = b1 + b2N+ b3G+ b4NG, ( 3c)

式中:  

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

a4 b4 c4

� � �=
1
4

1 1 1 1

- 1 1 1 - 1

- 1 - 1 1 1

1 - 1 1 - 1

� � �

HN1 HG1 w1

HN2 HG2 w2

HN3 HG3 w3

HN4 HG4 w4

� � � # ( 4)

单元变形能为: U = Ub + Us =
1
2 q

T
Kq, ( 5)

Ub =
1
2QA

x
T
SbxdA =

1
2
q

T
Kbq, ( 6)

Us =
1
2QA

CT
S s CdA =

1
2
q

T
Ks q, ( 7)

单元刚阵 K = Kb + K s, Kb 为弯扭刚度矩阵, Ks 为剪切刚阵# q 为结点位移矢量# 

  q = [ w 1  HN1  HG1  ,  w 4  HN4  HG4]
T
, ( 8)

  x =

5/ 5x 0

0 5/ 5y

5/ 5y 5/ 5x

� �
Hx

Hyk i
= LH, (9)

  C=
5/5x

5/5y

� � (x

w -
Hx

Hy

� � #

= dw - H, (10)

  Sb =
Eh

3

12( 1 - L2
)

1 L 0

L 1 0

0 0
1 - L

2

� ,  Ss =
kEh

2( 1+ L)
1 0

0 1
 � , ( 11)

式中: k = 5/ 6 # 

以矩形单元为例, 并设 x_y 与N_G坐标重合, 则 w 及 H可分别表示为:

  w = [ 1  x  y  xy ] A, ( 12)

  H=
Hx

Hy #� � %=
1 0 x 0 y 0 xy 0

0 1 0 x 0 y 0 xy
u� � �i B# ( 13)

在极薄板情况下, 由于剪切刚度远大于弯扭刚度, 导致以下的Kirchhoff 约束实现# 即:

  C= dw- H= 0, ( 14)
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即:   
0 1 0 y

0 0 1 x
�A-

1 0 x 0 y 0 xy 0

0 1 0 x 0 y 0 xy
� � � E B= 0# ( 15)

于是有下列 w_H协调关系:

  [ A2  A3  A4  A5] = [ B1  B2  B4  B5] , ( 16)

及 H零值约束: B6 = B3 = B7 = B8 = 0# ( 17)

相应的单元转角及曲率分别为:

  H=
1 0 0 y

0 1 x 0
�3a

B1

B2

B4

B5

3

 , ( 18)

  x = LH=

0

0

B4 + B5

N b # ( 19)

这里 xx = xy = 0# 意味着单元不可能发生弯曲变形, 只能发生剪切变形和常扭率变形,

即出现所谓剪切自锁现象( shear locking)# 

2  单元的秩的分析与多余零能模式 ) ) ) 条件Ò

四结点 Mindlin 板元共有 12 个自由度, 除去单元三个刚体位移模式外, 单元刚阵 K 的秩

Q( K) = 9, 如果 Q( K) < 9 时, 必定存在多余的零能模式# 对于双线性场单元弯扭能刚阵 Kb

的秩 Q( Kb) S 5, 为保证单元不出现多余零能模式, 应要求剪切刚阵 K s 的秩 Q( Ks ) \4# 另一

方面, 在极薄板情况下, 由于 K s的元素远大于Kb中的元素, 如果 Ks 中秩大于4时, 在单刚组合

后, Kb 的部分元素将被 Ks 中元素所/ 淹没0, 将出现部分剪切自锁# 由此可见, 在极薄板情况

下, 为保证不出现自锁, 必须要求 Ks 中秩 Q( K s) [ 4# 

文[ 5] 对单元剪切能部分采用降阶积分( 1 @ 1 高斯积分)# 相应剪切刚阵 K s 中秩为 2, 将

出现 2个零能模式, 由此构造的单元是不可靠, 但在若干单元拼装以后, 整个刚度矩阵一般情

况下将不含有/ 零能模式0# 由于Hughes 元计算精度高, 故工程中广泛应用# 

3  分片检验要求及同时满足三项条件所存在的困难 )) ) 条件Ó

由于 Kirchhoff 约束条件不会破坏常剪应变模式, 故只需讨论常曲率分片检验条件# 

所谓常曲率分片检验条件要求单元能精确再现常曲率变形下的 w 场及H场, 因而首先要

求在 H场发生常曲率变形时, 单元能提供与 H场相一致的w 场# 值得注意的是: 在薄板及常

曲率情况下, 全要满足单元剪应变 C= 0# 此时单元应变能将完全由 Ub 提供, 而 Us 仅仅提

供 w与H场的约束关系# 当 w和H场均以双线性场表示时, 显然是无法在单元全域内处处严

格满足# 幸运的是: 在板的有限元列式中, 建立的位移单元恰好是以 w和H场的结点量来表

示的# 因而完全可以放弃在单元域内严格满足的Kirchhoff 约束, 仅去寻找 w与H场的结点位

移量之间的正确的Kirchhoff 约束关系# 

4  四结点Mindlin 板元 DM4

由上文秩的分析, 构造一种理想的四结点Mindlin板元应满足 Q( Ks ) = 4, 即在薄板极限条
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件下Kirchhoff 约束条件( 14) 式应该能够且只能提供四个关于 w 和 H场之间的合理独立方程# 

以 w
*
表示与双线性 H场相对应的精确挠度,在单元内不可能处处满足 w = w

*
,我们的

目的是在 Kirchhoff 约束下使单元结点上严格满足:

    wi = w
*
i   ( i = 1, 2, 3, 4)# ( 20)

对单元内任意以 i , j 为端点的路径 s, 如果 Kirchhoff 约束成立, 下列等式应严格成立:

    w
*
j = w

*
i + Q

j

i
Hsds# ( 21)

为获得与 H场一致的 w
* 结点值, 只需将( 21) 式取为单元边界相邻结点即可:

    wj = wi + Q
j

i
Hsds# ( 22)

对于四结点双线性插值函数, 上式也可表示为:

图 2

    (5w/ 5 s) i- j = ( Hs) k , ( 23)

由 (5w /5 s ) i- j = ( wj - wi ) / L ij ,

    ( Hs) k = ( Hsi + Hsj ) / 2# ( 24)

( 22) 式可等价地表示为:

    ( w , N) = ( HN) k   ( k = A, C) , ( 25a)

    ( w , G) = ( HG) k   ( k = B , D )# ( 25b)

式( 25) 给出与常曲率转角完全一致的 w 场的结点值, 同时满

足 Q( Ks ) = 4 的秩条件, 这是无自锁、无多余零能模式、可通过分

片检验条件的厚、薄通用元设计所应注意的重要条件# 我们称之为合理的离散Kirchhoff 约束

条件# 

在图 1 中, 根据( 25) 式, 可获得如下四个合理的Kirchhoff 约束条件:

    1
2

( w 2 - w1) =
1
2

( HN1 + HN2) ,  1
2

( w3 - w 4) =
1
2

( HN3 + HN4) , ( 26a, b)

    1
2

( w 4 - w1) =
1
2

( HG1 + HG4) ,  1
2

( w3 - w 2) =
1
2

( HG3 + HG2)# ( 26c, d)

从式( 26) 可以看出, 每个约束只与公共边界上结点位移量有关, 因而两个相邻单元在公共

边界上约束是相同# 我们称这样的约束条件为相容约束条件# 

在薄板极限情况下, 采用自然坐标系表示, Kirchhoff 约束条件为:

    CNz = 5w /5N- HN = ( c2 - a1) - a2N+ ( c4 - a3) G- a4NG= 0, ( 27a)

    CGz = 5w / 5G- HG = ( c3 - b 1) + ( c4 - b 2) N- b3G- b4NG= 0, ( 27b)

这导致 H零值约束:

    a2 = a4 = b3 = b4 = 0, ( 28)

及 w_H协调约束 :

    c2 - a1 = 0,  c4 - a3 = 0,  c3 - b1 = 0,  c4 - b 2 = 0# ( 29)

将 b1 ~ b4、a1 ~ a4 及 c1 ~ c4代入( 29) 式, 且通过等价变换可知( 29) 式 w- H协调约束

与( 26) 式四个合理Kirchhoff 约束条件完全一致# 

为了在极薄板下实现约束( 29) 式, 而不出现( 28) 式约束, 一种自然的相法是在单元剪切能

计算中不采用( 27) 式而代入的是含四个参数的新的剪应变场# 要获得四个独立约束应取:

    CNz = ( c2 - a1) + ( c4 - a3) G, ( 30a)

    CGz = ( c3 - b 1) + ( c4 - b 3) N, ( 30b)
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或等价地表示为:

    CNz = [ 1  G] A,  CGz = [ 1  N] B# ( 31a、b)

以 w
* 表示 H场相对应的精确挠度,用自然坐标表示的剪切应变为:

    CNz = 5w
*

/ 5N- HN,  CGz = 5w
*

/ 5G- HG, ( 32a、b)

将( 20) 式代入( 32) 式, 可得:

    CNz = 5w /5N- HN,  CGz = 5w / 5G- HG# ( 33a、b)

启发于( 24) 、( 25) 式, 对( 33) 式在 N= ? 1及 G= ? 1边界上积分, 即可求得 A、B显式, CGz ,

CGz 具体表示为:

CGz =
1
4

1 G

� � (

1 1

- 1 1
5� � (/

-
1
2

-
1
2

0
1
2

-
1
2

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1
2

-
1
2

0 -
1
2

-
1
2

0

( q,

( 34a)

CGz =
1
4

1 N (� � b
1 1

- 1 1
场

-
1
2

0 -
1
2

0 0 0 0 0 0
1
2

0 -
1
2

0 0 0 -
1
2

0 -
1
2

1
2

0 -
1
2

0 0 0

" "  q,

(34b)

式中:

    q = w 1 Hx1 Hy1 , w 4 Hx4 Hy4
T

,

    
Cxz

Cyz

� � 1

= J
- 1

CNz

CGz

� � !

=
J
4

- 1

M1 M2 M3 M4从 q , ( 35)

式中:

    M1 =

-
1
2

+
1
2
G -

1
2

+
1
2
G 0

-
1
2 +

1
2 N 0 -

1
2 +

1
2 N

)� �- �,

    M2 =

1
2

-
1
2
G -

1
2

+
1
2
G 0

-
1
2

-
1
2
N 0 -

1
2

-
1
2
N

)

� � �这

,

    M3 =

1
2

+
1
2
G -

1
2

-
1
2
G 0

1
2

+
1
2
N 0 -

1
2

-
1
2
N

� �, 0,

    M4 =

-
1
2

+
1
2
G -

1
2

+
1
2
G 0

1
2

-
1
2
N 0 -

1
2

+
1
2
N

下实 # 

坐标变换为:

    x = E
4

i= 1

N i ( N, G) x i = d4 + d1N+ d 3G+ d2NG, ( 36a)

    y = E
4

i= 1

N i ( N, G) yi = E4 + E1N+ E3G+ E2NG, ( 36b)
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式中:

    

d1 E1

d2 E2

d3 E3

d4 E4

)

� � �以

=
1
4

- 1 1 1 - 1

1 - 1 1 - 1

- 1 - 1 1 1

1 1 1 1

G� � �

x 1  y 1

x 2  y 2

x 3  y 3

x 4  y 4

5� � / 5 , ( 37)

    J =
5x / 5N 5y / 5N
5x /5G 5y / 5G
(2 =

J 11 J 12

J 11 J 22
,

� � C

=
d1 + d2G E1 + E2 G

d3 + d2N E3 + E2N
1 , ( 38)

    | J | = A 0
#
+ B 0N+ C0G, ( 39)

    A 0 = d 1E3 - d 3E1,  B0 = E 2d1 - E1d2,  C0 = E3d2 - E2d2# ( 40)

注意到:

    
Hx

Hy

� � -

= J
- 1

HN

HG 0

� � 0

= J
- 1 E

4

i= 1

N i 0

0 N i

� � 0

HNi

HGi -

� � 1

# ( 41)

根据( 41) 式在直角坐标系下转角场 J
- 1 引入一般情况下是不协调的, 这将可能从另一方

面导致单元不能通过常曲率分片检验, 为保证相邻单元转角场的协调性, 在式( 41) 中令 Jacobi

矩阵在单元中的取值, 即:

    
Hx1

Hy1
�= J

- 1
0

HN

HG

�

# ( 42)

于是有:
Hxi

Hyi

� � �

= J
- 1
0

HNi

HGi

从 # 

( 43)

于是( 41) 式可以变换成为:

    
Hx

Hy +

� � 1

= J
- 1
0 E

4

i= 1

N i 0

0 N i
1

� �2

J0

Hxi

Hyi� � != E
4

i = 1

N i 0

j N i
"

� � �G

Hxi

HyiG

� �0

# ( 44)

由此生成的单元不必采用降阶积分技巧, 不含零能模式、无剪切自锁现象, 严格通过各种

分片检验, 可通用于厚、薄板# 本文记为 DM4# 

5  数 值 算 例

511  分片检验

最常用的分片检验如图 3中所示的五个任意四边形单元组合方板# 

在图 3( b) 图中, AC 边界上均布Mx = 1. 0, 计算挠度值列于表 1# 

  表 1 常弯曲应变分片检验的端点挠度 ( wEbh3/ ML 2)

h 节点 DM4 解 Hughes 元解 理论解[6]

1. 0
A

C

6. 0

6. 0

3. 352

11833
6. 0

0. 01
A

C

6. 0

610

4. 229

0. 675
6. 0

0. 001
A

C

6. 0

6. 0

1. 864

3. 030
610
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在图 3( c) 中, 右端边界均布 Qx = 1. 0, 通过计算, DM4 元及Hughes 元皆获得 Qx = 1. 0, Qy

= My = Mxy = 0, 通过纯剪分片检验# 

在图 3( d) 中纯扭试验, DM4 元通过了纯扭分片检验, 但Hughes 元未能通过# 

图  3

图  4

在图 3( e) 中, 三点支承, 另一点受集中力作用 P = 10, E = 2. 1 @ 106
, L= 0. 3, h = 0. 01,
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理论解为 Mxy = 5. 0, Mx = My = 0, w = 0. 371430 @ 104
, DM4元解与理论值相同# 但Hughes

元内力无规则, 且挠度 w = 0. 181168 @ 10
14

, 与理论值相差甚远, 从中可以看出Hughes 元由于

存在多余零能模式而导致上述数值# 同时作者也考察了一个单元单扭情况下, DM4 元获得精

确解, 然而Hughes 元无解, 出现奇异现象, 从而证明 Hughes 元单刚是缺秩, 即Hughes 元在分片

检验方面宣告失败# 

512  厚、薄板通用性实验

  表 2 四边固支方板受均布荷载作用下中心挠度 ( 10- 2Eh3 / ql 4, 4 @ 4 网格)

h / L DM4 元解 Hughes 元解 理论解

10- 6~ 10- 3 1. 366 1. 366 1. 376

10- 2 1. 368 1. 369 1. 380

0. 1 1. 625 1. 632 1. 634

0. 2 2. 355 2. 374 2. 331

0. 3 3. 538 3. 571 /

0. 4 5. 176 5. 232 /

  表 3 简支圆板在均布荷载作用下中心挠度 ( AD/ qr 4) 及中心弯矩( Bqr2 )

h/ R DM4 元( A) Hughes 元( A) 理论值( A) DM 4元( B) Hughes 元( B) 理论值( B)

0. 002 0. 062 43 0. 059 25 0. 063 70 0. 205 1 0. 200 3 0. 206 2

0. 004 0. 062 43 0. 059 25 0. 063 70 0. 205 1 0. 200 4 0. 206 2

0. 01 0. 062 44 0. 059 26 0. 063 71 0. 205 1 0. 200 4 0. 206 2

0. 1 0. 063 12 0. 059 95 0. 064 42 0. 204 2 0. 198 8 0. 206 2

0. 2 0. 065 22 0. 062 05 0. 066 56 0. 203 9 0. 197 5 0. 206 2

0. 3 0. 068 73 0. 065 57 0. 070 12 0. 203 9 0. 197 0 0. 206 2

0. 4 0. 073 63 0. 070 46 0. 075 13 0. 203 9 0. 196 8 0. 206 2

513  几何歪斜试验

 表 4 简支方板在均布荷载作用下中心挠度系数 ( AEh3/ ql4, h/ L = 0. 01, 图 4 ( a) )

$ 0 0. 1 0. 2 0. 3 0. 4 0. 499

DM4 元 0. 043 37 0. 043 43 0. 043 29 0. 042 91 0. 042 19 0. 040 94

Hughes 元 0. 043 37 0. 043 87 0. 043 98 0. 043 61 0. 042 63 0. 040 79

理论值 0. 044 39 0. 044 39 0. 044 39 0. 044 39 0. 044 39 0. 044 39
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 表 5 简支方板受集中力作用下中心挠度 ( Eh3 / p l2, 图 4 ( b) )

$ 0 0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 0. 99

DM4 元解 0. 125 8 0. 125 0 0. 122 4 0. 117 6 0. 110 1 0. 099 8

Hughes 元解 0. 125 9 0. 121 6 0. 109 6 0. 091 8 0. 072 5 0. 053 6

理论值 0. 126 7 0. 126 7 0. 126 7 0. 126 7 0. 126 7 0. 126 7

结束语: 本文详细分析了薄板在极限情况下是否发生剪切自琐现象、有无多余零能模式及

是否通过与片检验等问题不仅与单元刚阵的秩有关, 而且与所提供的约束方程是否合理有着

重要联系# 通过建立剪切相容约束方程构造了一种新的四结点板元, 它通过了分元检验, 无剪

切自锁现象和不含多余零能模式, 对单元几何歪斜不敏感且程序容易实施和使用# 

致谢: 作者衷心地感谢广州城建学院焦兆平教授大力支持和帮助# 
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A Reasonable Method for Constracting General Element

DM4 of Thick and Thin Plate with Effectual

and Realiable Numerical Solution

Yang Lian
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Abstract: In this thesis, the interal relations between about shear looking, zero energy mode and

patch test are studied, and a reasonable method provided for building general element of thick and

thin plate with effectual and realiable numerical solution.

Key words: shear looking; zero energy mode; path test; consistent constraint condition; reasonable
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