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及 其 边 值 问 题
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摘要:  从 Hellinger_Reissner 变分原理出发, 在柱坐标系中, 导出圆柱壳的弱形式混合状态方

程和边界条件, 联用状态空间法给出叠层柱壳的解析解, 此法使得求解该类问题的形式得以扩大

和统一# 
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引   言

基于三维弹性力学理论, 文[ 1] ~ [ 6] 分别先后讨论了各向同性、正交各向异性板壳的精

确解, 但这些解法由于都采用了强形式的平衡方程和边界条件, 使得在求解时面对不同的边

值问题必须采用不同的处理方法, 且过多的依赖于技巧性, 因此难以得到推广# 文[ 7] 阐明

了弹性力学混合状态方程的重要性并首次给出与之对应的从 Hellinger_Reissner 变分以及修正

后导出的Hamilton 正则方程; 同时也指出求解混合状态方程组是一个有广泛应用但现在还没

有很好开拓的领域, 这是因为在连续介质中的 Hamilton 方程要满足复杂的边界条件, 这也就

是它的重点和难点# 本文正是基于解决这个问题, 在文 [ 5~ 7] 的基础上, 从两类变量的

Hellinger_Reissner 变分原理出发, 导出了圆柱壳混合状态方程和边界条件的弱形式, 并联用状

态空间法给出了强厚度叠层圆柱壳的解析解, 这使得求解该类问题的形式得以扩大和统一# 

1  Hellinger_Reissner 变分原理和 Hamilton 正则方程

在柱坐标系下, 三维复合材料具有任意边界条件以 Rx , RH, Rr , SrH, Srx , SxH, u, v , w 为独立变

量的泛函如下:
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把所有带 5(  ) / 5r 的项放在一起,有
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是Hamilton 函数的一个二次式# 以上符号都是常规的# [ c] 为本构关系的刚度矩阵, 对于各

向异性材料
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,

这里 cij 为弹性常数# 

  # = QQS
[ Kx ( px - �p x ) u + KH( pH- �pH) v + Kr ( pr - �pr ) w + ( (1- Kx )�u - u) p x +

( (1 - KH)�v - v) pH+ ( (1 - Kr ) �w - w ) pr ] dS , (114)

( 114) 式中的 Kx , KH, Kr 的取值规则为:

  S I SR(应力边界)   Kx = KH = Kr = 1 ,

  S I Su (位移边界)   Kx = KH = Kr = 0 ,

  S I SR- u ( 应力_位移边界) , 在某一方向上( 如 x ) 为力的边界条件, 则

Kx = 1, 否则 Kx = 0# 

DU = 0 对应着弹性体的真解状态# 

对( 112) 式变分运算, 得
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采用记号:

  q = ( u, v , w )
T
, p = ( Srx , SrH, Rr)

T
, p 1 = ( Rx , RH, SxH)

T
, (116)

则( 115) 式可以写成以下形式:
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其中:
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从( 117) 式可以看出, 有
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  5p
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这就是以坐标 r 为展开方向的 Hamilton 正则方程# 

2  混合状态方程和边界条件的弱形式及其求解

选择 F = ( p , q )
T 组成状态向量, 将(117) 写成如下的混合状态微分方程组, 即
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这就是弱形式的混合状态方程和边界条件的统一方程# 
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S ij 为本构关系的柔度系数# 

为了求解( 211) 和( 212) 式, 设

  F = F( r )N1( x , H) , p1 = p( r ) N2( x , H)# (213)

将( 213) 代入( 211) 、( 212) 式, 在 x , H坐标面内完成二重积分后,经过化简,可得
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  d
dr
F( r ) = AF( r) + S( r )# (214)

式( 214) 的解为:

  F( r ) = e
Ar
F(0) +Q

r

0
e
A (r- S)

S( S)dS# (215)

应用本法求解复合材料叠层壳时, 利用状态向量 F 在层间的连续性及状态转移矩阵, 问

题即可解决# 

3  应 用 和 算 例

例 1  两端简支三层壳, 内表面受液体压力 q ( H) 作用# C是液体密度,

  q = - Cb ( cosH- cosU) ,   当 H< U,

  q = 0, 当 H\ U ,

U= 2P/ 3# 几何参数为: h1 = h3= 011h, h2= 018h, l = 2PR0, l 为壳长, R0 为中面半径# 本

构关系为正交各向异性,

  

Rx

RH

Rr

SrH

Srx

SxH

(# =

c11 c12 c13 0 0 0

c12 c22 c23 0 0 0

c13 c23 c33 0 0 0

0 0 0 c44 0 0

0 0 0 0 c55 0

0 0 0 0 0 c66

� � r

Ex

EH

Er

CrH

Crx

CxH

� � �,

材料特性为:

  c22/ c11 = 01543 103, c12/ c11 = 01246 269 ,

  c23/ c11 = 01115 017, c13/ c11 = 01083 172 ,

  c33/ c11 = 01530 172, c44/ c11 = 01266 810 ,

  c55/ c11 = 01159 914, c66/ c11 = 01262 931# 

令 Q为第一层材料与第二层材料 c11 比值,若 Q= 1则为单层壳,若 QX 1则为三层壳# 取

(213) 式中的状态向量函数如下:
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根据所选函数可知, 壳的边界条件, 在 x = 0, l 处, w = v = Rx = 0已经满足# 计算结果

见表 1,对应的级数取项 m = 1, 3, ,, 29; n = 0, 1, ,, 15 # 

例 2  两端固支三层壳# 所受荷载, 几何参数, 材料特性同例 1# 仍然选用上例的函数, 此

时边界条件不能全部满足# 将固支边变成简支边, 并在简支边加上原固支边的纵向反力( 待
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求) , 该反力通过在 x = 0, l 处由QQS
( u - �u) nx dS = 0得到# 计算结果见表 2 # 

  表 1 挠度和应力 ( h/ R0 = 110)

x = l / 2, H= 0
Q= 1 Q = 5

w c11/ ( Cbh ) Rx / ( Cb) RH/ ( Cb) wc (2)
11 / (Cbh) Rx / ( Cb) RH/ (Cb)

1+ 141136 61569 8   141410 71466 2   181126   381670

1- 131847 01754 0 01738 8 71397 7 21836 0 21695 4

本文 2+ 131847 01754 0 01738 8 71397 7 01468 4 01402 4

2- 121897 21290 8 01481 4 61698 8 11013 2 01132 8

3+ 121897 21290 8 01481 4 61698 8 51140 5 01767 4

3- 121848 21631 4 01727 5 61675 9 61154 5 11695 8

文[ 5] 3- 121830 21629 0 01727 0 61668 9 61149 0 11695 0

  1+ : 内层内表面, 1- : 内层外表面; 2 表示中层, 3 表示外层

表 2 单层壳和三层壳的应力

Q = 1( h / R 0 = 014) Q= 5( h / R 0 = 016)

Rx / Cb RH/ Cb R( 0)
x / Cb Srx / Cb Rx / Cb RH/ Cb R(0)x / Cb Srx / Cb

1+ 11468 11701  45144 01000 21623 41570  54134 01000

1- 11947 11951 61044 21654 31570 41859 - 24111 21047

本文 2+ 11947 11951 61044 21654 01589 01798 - 41822 21047

2- 41953 31444 - 12158 21284 11297 01817 11112 11180

3+ 41953 31444 - 12158 21284 61620 41270 51562 11180

3- 51396 31636 - 45113 01000 71468 41514 - 45164 01000

1+ 11442 11279 91499 41002 21752 51162 91432 61798

1- 21009 11811 51307 31876 31454 51269 - 01518 61650

SAP5 2+ 21009 11811 51307 31876 01593 01974 - 01104 11330

2- 51668 41616 - 13117 31692 11302 01878 - 11914 11037

3+ 51668 41616 - 13117 31692 61837 41657 - 91571 51185

2- 61116 41895 - 17116 31746 71526 41798 - 18116 51252

  Rx , RH在 x = l / 2, H= 0 处# R( 0)
x , Srx 在 x = 0, H= 0处# 

1+ : 内层内表面, 1- : 内层外表面; 2 表示中层, 3 表示外层

4  结   论

本文给出的圆柱壳弱形式求解混合状态方程是有效的, 并给合状态空间法给出了解析解,

物理概念清晰, 边值问题处理统一, 无需特殊技巧, 且使得求解问题的形式得以扩大# 本方法

完全可以用于板壳结构的动力计算问题# 
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Weak Formulation of Mixed State Equation and Boundary

Value Problem of Laminated Cylindrical Shell

Ding Kewei,   Tang Limin

Resear ch In stitute of En gineer ing Mechan ics , Dalian Un iver sity of Technology ,

Dalian 116023, P R China

Abstract: Weak formulation of mixed state equations including boundary conditions are presented in a

cylindrical coordinate system by introducing Hellinger_Reissner variational principle. Analytical solu-

tions are obtained for laminated cylindrical shell by means of state space method. The present study

extends and unifies the solution of laminated shells.
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