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摘要:  对某一类三阶向量微分方程周期解的存在性和解的毕竟有界性给出了充分条件# 
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引   言

考虑如下三阶非线性微分方程组

  X
,

+ F(X , ÛX ) &X + BÛX + H (X ) = P ( t , X , ÛX , &X ) , (1)

其中 X I R
n
, R

n 为n 维 Euclid实空间 R @ R @ , @ R( n 个) , R = (- ] , ] ) , F 为n @ n 矩

阵函数, B 为n @ n 实常数对称矩阵, H : R
n y R

n
, P : R @ R

n @ R
n @ R

n y R
n# 上标黑点表示

对于 t 的微分# 函数 F, H 和P 为连续函数# 假定(1) 的解存在且唯一# 

本文的目的是给出方程( 1)的所有解毕竟有界的充分条件,并得出方程( 1)至少存在一个

周期解的充分条件# 当 n = 1时,不同的三阶微分方程解的有界性和周期性,在近40年引起了

极大的关注# 文[ 1] 概述了许多这类研究结果# 本文对( 1)的研究源于Afuwape[ 2] , Ezeilo[ 3, 4] ,

Ezeilo及Tejumola
[ 5]

, Meng
[ 6]
和Tung

[ 7, 8]
的工作# 在文[ 3]中, Ezeilo研究了如下向量微分方程的

解的有界性:

  X
,

+ A&X + G( ÛX ) + H (X ) = P ( t , X , ÛX , &X )# (2)

在文[ 5]中, Ezeilo及Tejumola研究了微分方程( 2) 的解的毕竟有界性,Afuwape[ 2]对向量微分方

程

  X
,
+ A&X + BÛX + H (X ) = P( t , X , ÛX , &X ) (3)

进行了类似的研究# 最近,Meng[ 6]研究了方程( 3)解的周期性和毕竟有界问题# 方程( 3)在 n

= 1 时的类似结果已由Ezeilo[ 4]得到# 

为方便叙述,我们采用了如下一些记号: 已知任一矩阵 D ,其特征值简记为 Ki ( D) ( i = 1,

2, ,, n) ;如果没有另外说明, min
1 [ i [ n

Ki ( D) 和 max
1[ i [ n

Ki (D ) 分别记为 Dd 和$d# 已知任意两个向量
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X 和Y, 其分量分别为( x 1, x 2, ,, x n) 和( y1, y2, ,, yn) , ( X , Y)表示它们的标量积 E
n

i= 1

x iyi ,特别

地, 3X , X4 = +X +2 # 

根据文[ 2]给出如下两个引理:

引理 1  若 D 为n @ n 实对称矩阵,则对 R
n 中任意X ,有

  Dd +X +2 [ 3DX , X4 [ $d +X +2 ,

其中 Dd, $d 分别为D 的最小和最大特征值# 

引理 2  若 Q, D 为任意两个n @ n 实交换对称矩阵,则

( � ) 积矩阵 QD 的特征值 Ki (QD) ( i = 1, 2, ,, n) 为实数并满足

  max
1 [ j , k [ n

Kj ( Q) Kk( D) \ Ki ( QD) \ min
1 [ j , k [ n

Kj ( Q) Kk( D) ;

( � ) 矩阵 Q 与D 的和矩阵的特征值Ki ( Q + D) ( i = 1, 2, ,, n) 为实数并满足

  max
1 [ j [ n

Kj ( Q) + max
1[ k [ n

Kk( Dju ) \ Ki ( Q + D ) \ min
1[ j [ n

Kj ( Q) + min
1 [ k [ n

Kk (DH ) �# 

1  毕竟有界性和周期解的存在性

首先讨论方程( 1)的所有解的毕竟有界性# 

定理 1  若以下条件得到满足:

( � ) 对 R
n 中任意向量X , Y 存在一个 n @ n 实连续算子 A( X , Y) , 使

  H (X ) = H ( Y) + A( X , Y) ( X - Y) , (111)
A( X , Y) 的特征值 Ki (A( X , Y) ) ( i = 1, 2, ,, n) 满足

  0 < Dh [ Ki (A( X , Y) ) [ $h; (112)

( � ) 存在 n @ n 实常数对称矩阵A 和B,且 A , B 有正特征值, AB = BA, 对 R
n 中任意X ,

Y 有AA( X , Y) = A( X , Y) A 和BA( X , Y) = A( X , Y) B ,

且对 R
n 中任意X , Y 有

  
Da = min

1 [ i [ n
Ki ( A ) , Ki ( F (X , Y) ) 出 版

� ��

,

$a = man
1 [ i [ n

Ki ( A) , Ki ( F (X , Y, N ) ) n,t
(113)

  Db = min
1 [ i [ n

( Ki ( B) ) , $b = max
1[ i [ n

( Ki ( B) ) , (114)

且    $h [ kDaDb , (115)
其中 k 为正常数,且

  k = min
A(1 - B)

4(1+ 2A)
2,

(1 - B) ADb
16( A+ $a )

2
Da� � � �, (116)

A> 0, 0 < B< 1 为常数, Da 和 $a 由(113) 给出, Db 由(114) 给出;

( � ) 对 R
n 中任意X , Y,

  0 [ min Ki ( F( X , Y) - A) , Ki ( F (X , Y) - I )在研 [ E,   ( i = 1, 2, ,, n) , (117)
其中 E为一正常数,且

  E= min A
8$a

DaDb ,
A

4$b
DaDbDh ,

23
32

DaDbDh
$b

,
5DaDb
4

 � � ", (118)

$b 由(114) 式给出, Dh 由(112) 式给出;

( � ) 对 R
n
中任意X , Y, Z ,存在有限常数 D0 \ 0, D1 \ 0,使向量 P 关于 t 一致满足

  +P ( t , X , Y, Z) + [ D0+ D1( +X + + + Y + + + Z +) , (119)
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如果 H (0) = 0且 D1 充分小, 则存在常数 $1 > 0 使方程( 1) 的每一解 X ( t) 满足

  +X ( t) +2
+ +ÛX ( t) +2

+ + &X ( t) +2 [ $1,   当 t \ T (X , ÛX 0, &X 0) , (1110)
( X 0 = X (0) , ÛX 0 = ÛX (0) , &X 0 = &X (0) ) # 

证明  为方便计,在方程( 1)中设 ÛX = Y, &X = Z ,可得如下等价微分方程组:

  
ÛX = Y, ÛY = Z ,

ÛZ = - F (X , Y) Z- BY- H (X ) + P( t , X , Y, Z )# 
(1111)

定理 1 的实际证明将主要利用连续可微函数 V = V(X , Y, Z ) 的某些性质, 对 R
n 中任意X , Y ,

Z , V 由下式给出:

  2V = 3B(1- B) BX , BX4+ 32ABY, Y4+ 3BBY, Y4+ 3AZ , Z)4+
3A( Z + Y) , Z + Y4+ 3Z + AY+ (1- B) BX , Z +

AY + (1 - B) BX4, (1112)
其中 A> 0, 0 < B< 1 为常数# 

如同Meng[ 6] 中定理 1的作法,可得出

  D2( +X +2
+ + Y +2

+ +Z +2
) [ 2V [

     D3( +X +2
+ + Y +2

+ +Z +2
) , ( 1113)

其中 D2 > 0, D3 > 0 为常数,则由(1113) 可得

  V(X , Y , Z) y ]   当 +X +2
+ +Y +2

+ +Z +2 y ] # 

为完全证明定理 1, 对方程组( 1111)的任意解 ( X , Y, Z) 只要证明存在一个常数 $1 > 0, 使

  +X +2
+ +Y +2

+ +Z +2 [ $1,   当 t \ T(X 0, Y0, Z0) ,

( X 0 = X (0) , Y0 = Y(0) , Z0 = Z (0) ) 就够了# 

对方程组( 1111)的任意解 ( X , Y, Z) , 沿该解的路径, V 对于 t 的全导数为

  ÛV = - U1 - U2- U3+ U4 , ( 1114)
其中

  U1 = 31 - B
2

BX , H (X )4+ 3BAY, BY4+ 3A
4
FZ, Z4 ,

  U2 = 31 - B
4

BX , H (X )4+ 3ABY, Y4+ 3( AI + A ) Y ,H ( X )4+ 3A
2
FZ, Z4+

3( F - A) Z, Z4+ 3A( F - I ) Z , Z4+ 3(1- B) ( F - A) Z , BX4+

3( F - A) Z, AY4+ 3A( F - I )Z , Y4 ,

  U3 = 31 - B
4

BX , H (X )4+ 3A
4
FZ, Z4+ 3(1+ 2A) Z , H (X )4 ,

  U4 = 3(1 - B) BX + (A + AI ) Y+ (1+ 2A) Z, P( t , X , Y, Z )4# 

显然由( 111)和( � ) 有

  H (X ) = A( X , 0) X# (1115)
利用( 112) 、( 114)和( 1115)有

  31- B
2

BX ,H ( X )4 = 31 - B
2

BX , A(X , 0) X4 \ 1 - B
2

)

� � �其

DbDh +X +2
, (1116)

从而由( 113)、( 114)和( 1116) 可得

  U1 \ 1 - B
2

DaDb +X +2
+ BDaDb + Y +2

+
ADa
4

� � )+Z +2 \

D4( +X +2
+ +Y +2

+ +Z +2
) , (1117)
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其中

  D4 = min
1- B
2

0 使DbDh, BDaDb ,
ADa
4

[# 

如同[ 6]中定理 1,有

  3( AI + A) Y, H (X )4 \- k
2
1( A+ $a ) +Y +2

-
1

4k21
( A+ $a ) Dh$h +X +2 \

     - k
2
1( A+ $a) +Y +2

-
1

4k21
( A+ $a ) kDaDbDh +X +2

(1118)

和

  3(1 + 2A) Z, H (X )4 \- k
2
2(1 + 2A) +Z +2

-
1

4k22
(1 + 2A) Dh$h +X +2 \

     - k
2
2(1+ 2A) +Z +2

-
1

4k
2
2
(1+ 2A) kDaDbDh +X +2

, (1119)

其中 k1 > 0, k2 > 0 为待定常数# 

类似地,由引理 1、引理 2、( 113)、( 114)和( 117)有

  3(1 - B) ( F - A) Z, BX4 \- (1- B) k23E$b +Z +2
-

1

4k23
(1 - B) E$b +X +2 \

     - k
2
3E$b +Z +2

-
1

4k23
(1 - B) E$b +X +2

, (1120)

  3( F - A) Z , AY4 \- k
2
4E$a +Z +2

-
1

4k
2
4
E$a + Y +2

(1121)

和

  3A( F - I ) Z, Y4 \- k
2
5AE+Z +2

-
1

4k25
AE+Y +2

, (1122)

其中 k3, k4, k 5 为待定正常数# 

由引理1、引理 2、( 113)、( 114) 、( 117)、( 1115)、( 1116) 、( 1118) 和( 1120) ~ ( 1122)我们得到如下

估计式

  U2 \
1 - B

4
I ADbDh -

1

4k21�� � � �( A+ $a) kDaDbDh -
(1 - B)

4k23
E$b +X +2

+

ADb - k
2
1( A+ $b) -

1
4k 2

4 �4 E$a -
1

4k25� � � ��AE� � �+ Y +2
+

ADa
2

- k
2
3E$b - k

2
4E$a - k

2
5AE- +Z +2# (1123)

类似地,由引理 1、引理 2、( 113)、( 1116)、( 1119)有估计式

  U3 \ 1 - B
4

� � #DbDh -
1

4k22
(1+ 2A) kDaDbDh� +X +2

+

ADa
4

- (1+ 2A) k 2
2 Z+Z +2# (1124)

由Schwarz 不等式、引理 1、引理 2、( 113) 、( 114)和( 119) 可看出

| U4 | [ [ (1- B) $b +X + + ( A+ $a) + Y + + (1+ 2A) +Z + ] +P ( t , X , Y, Z) + [

D5( +X + + +Y + + +Z +) [ D0+ D1( +X ++ + Y + + +Z +) ] [

3D1D5( +X +2
+ + Y +2

+ +Z +2
) + 3D0D5( +X +2

+ + Y +2
+ +Z +2

)
1/ 2

,

(1125)
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其中 D5 = max (1 - B)$b , ( A+ $a) , (1+ 2A)h� �� , # 

令

  k
2
1 =

ADb
8( A+ $a)

, k
2
3 =

2- 1ADa

DaDbDh
, k

2
4 =

8- 1Da

DaDb
, k

2
5 =

2- 1Da

5DaDb
,

则由( 116) 、( 118)可得

  U2 \ 0# (1126)

类似地令 k
2
2 = ADa / 4(1+ 2A) ,则由(116) 显然有

  U3 \ 0# (1127)
综合估计式( 1117)、( 1125) ~ ( 1127)于( 1114) 式中,得

  ÛV [ - 2D6( +X +2
+ + Y +2

+ +Z +2
) + D7( +X +2

+ +Y +2
+ +Z +2

)
1/ 2

,

其中 D6 = ( D4- 3D1D5) / 2, D1 < 3
- 1
D
- 1
5 D4, D7 = 3D0D5 # 

此后的证明类似于[ 6]中定理 1,此处略去详细过程# 定理证毕# 

定理 2  若以下条件得到满足:

( � ) 定理 1 中的条件( � )和( � ) , ( 113) 和( 114)保持有效;

( � ) 常数对称矩阵 A 和B 具有正的特征值, AB = BA,对 R
n 中任意X , Y,有

  AA( X , Y) = A( X , Y) A , BA( X , Y) = A( X , Y) B ,

  0 [ Ki ( F (X , Y) - A ) [ �E,   ( i = 1, 2, ,, n) , (1128)
其中 �E为一正的常数, 且

  �E= min
4
- 1
Da ABDb

2$a

,
ADaDbDh
4$b

� � �

, (1129)

则

  $h [ �kDaDb , (1130)
其中�k 为一正的常数,且

  �k = min
A(1- B)
2(1+ A) 2

,
(1 - B) BDb

8$2
a估计 , (1131)

A> 0, 0 < B< 1 为常数, Da 和 $a 由(113) 式给出, Db 和 $b 由(114) 式给出# 如果H (0) =

0, D1 充分小,则定理 1 的结论成立# 

证明  在定理 2 的证明中, 我们主要要利用到连续函数 �V = �V(X , Y, Z) ,对 R
n 中任意X ,

Y, Z, �V 由下式定义:

  2�V = 3B(1- B) BX , BX4+ 3ABY, Y4+ 3BBY, Y4+ 3AZ , Z4+

3Z + AY + (1- B) BX , Z+ AY + (1 - B) BX4, (1132)
其中 A> 0, 0 < B< 1 为常数# 

通过重复利用引理 1和引理 2, 由( 1132)很容易得到:

  �D2( +X +2
+ + Y +2

+ +Z +2
) [ 2�V [ �D3( +X +2

+ + Y +2
+ + Z +2

) , (1133)
其中 �D2 > 0,�D3 > 0 为常数# 

令 ( X , Y , Z) 为(1111) 的任意解,则沿解的路径, �V 对 t 的整体导数为

  V
H
= - �U1- �U2- �U3+ �U4, (1134)

其中

  �U1 = 3 1- B
2

2BX , H (X )4+ 31
2
BABY, Y4+ 3A

4
FZ, Z4 ,
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  �U2 = 3 1- B
4

, (� � � +BX , H (X )4+ 31
2
BABY, Y4+ 3AY, H (X )4+ 3A

4
FZ, Z4+

3( F - A) Z, Z4+ 3( F - A) Z, AY4+ 3(1 - B) ( F - A ) Z, BX4 ,

  �U3 = 3 1- B
4

-� � � BX , H (X )4+ 3A
2
FZ, Z4+ 3( A+ 1) Z, H (X )4 ,

  �U4 = 3(1 - B) BX + AY + ( A+ 1) Z , P ( t , X , Y, Z)4# 

再由( 113) 、( 114)、( 1116)得到

  �U1 \ 1 - B
2

2� � ) ,则DbDh +X +2
+

B
2
DaDb + Y +2

+
ADa
4+� � ( + +Z +2 \

�D4( +X +2
+ +Y +2

+ +Z +2
) , (1135)

其中

  �D4 = min 1- B
2

� DbDh,
B
2
DaDb ,

ADa
4

� � � # 

如同[ 6]中定理 2,我们有

  3AY, H (X )4 \- �k 2
1$a + Y +2

-
1

4�k21
$a�kDaDbDh +X +2

, (1136)

其中�k 1 为待定常数,在稍后的证明中定义# 

类似地,容易得出

  3(1 - B) ( F - A) Z, BX4 \- (1- B)�k22�E$b +Z +2
-

1

4�k 2
2
(1 - B)�E$b +X +2 \

     - (1 - B)�k
2
2�E$b +Z +2

-
1

4�k
2
2
�E$b +X +2

, (1137)

  3A
4
FZ, Z4+ 3( F - A ) Z, Z4 \

ADa
4

+Z +2
, (1138)

  3( F - A) Z , Y4 \- �k 2
3�E$a +Z +2

-
1

4�k
2
3
�E$a + Y +2

, (1139)

  3( A+ 1) Z, H (X )4 \- �k 2
4( A+ 1) +Z +2

-
1

4�k24
( A+ 1)�kDaDbDh +X +2

, (1140)

其中�k 2, �k3, �k 4 为待定正常数# 

由( 1116)、( 1136) ~ ( 1139)给出的估计式, 有

  �U2 \ 1
4

其 (1- B) DbDh-
1

�k 2
1
$a�kDaDbDh -

1

�k 2
2
(1 - B)�E$b 2

� �+ �

+X +2
+

1
2

� � (

BDaDb - 2�k 2
1$a-

1

2�k 2
3
�E$a-� � U+ Y +2

+
ADa
4

- �k22�E$b - �k
2
3�E$X a! ! H( +Z +2 # 

类似容易得出

  �U3 \ 1
4

,� �7(1- B) DbDh-
1
�k 2
4
( A+ 1)�kDaDbDh )+X +2

+

ADa
2

- �k 2
4( A+ 1) +� � (++Z +2 # 

取

  �k 2
1 =

BDaDb
4$a

, �k
2
2 =

2- 1ADa

ADaDbDh
, �k

2
3 =

4
- 1
A

2ABDb
,

并利用( 1129)和( 1131) , 注意到 �E [ 2ABDbDa / 2$a(由 1129) ,可得 �U2 \ 0# 
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取�k 2
4 = ADa/ 2( A+ 1) , 注意到�k [ (1- B) A/ 2( A+ 1) 2(由( 1131) , 可得 �U3 \ 0# 

现在来给出 �U4 的估计# 由 Schwarz不等式有

| �U4 | [ [ (1- B) $b +X + + $a + Y + + ( A+ 1) +Z + ] +P ( t , X , Y, Z) + [
�D5( +X + + +Y + + +Z +) [ D0+ D1( +X ++ + Y + + +Z +) ] [

3D1�D5( +X +2
+ + Y +2

+ +Z +2
) +

3D0�D5( +X +2
+ + Y +2

+ + Z +2
)
1/ 2 ,

其中 �D5 = max (1 - B)$b , $a, (1 + A) � �

� �� �

# 

综合 �U1, �U2, �U3 和 �U4 的估计式于(1134) 式,得

V
H

[ - 2�D6( +X +2
+ +Y +2

+ +Z +2
) + �D7( +X +2

+ + Y +2
+ + Z +2

)
1/ 2
, (1141)

其中 �D6 = (�D4- 3D1�D5) / 2, D1 < 3- 1�D- 1
5 �D4, �D7 = 3D0�D5 # 

如果取 ( +X +2
+ + Y +2

+ +Z +2
)
1/ 2 \�D8 = 2�D7/�D6,不等式(1141) 变为

  V
H

[ - �D6( +X +2
+ + Y +2

+ + Z +2
) # 

余下的证明过程同定理 1# 

注  定理 1和定理 2 是相互独立的# 

现在来研究方程( 1)周期解的存在性# 

定理 3  设方程组( 1111)满足定理 1 的所有条件,若下列条件成立:

  P( t , X , Y, Z ) 为 t 的w_周期函数 ,

即    P( t + w , X , Y, Z ) = P ( t , X , Y, Z) ,

则方程组( 1111)至少存在一个 w_周期解( X ( t ) , Y( t ) , Z( t ) )# 

证明  仿照 [ 6] 中定理 3 的方法, 立即可证明方程组 ( 1111) 至少存在一个 w_ 周期解

( X ( t ) , Y( t ) , Z ( t ) ) # 

定理 4  若( 1111)满足定理 2的所有条件,并满足条件

  P( t + w , X , Y, Z ) = P ( t , X , Y, Z) ,

其中 w 为P ( t , X , Y, Z ) 的周期# 

则方程组( 2111)至少存在一个 w_周期解( X ( t ) , Y( t ) , Z( t ) ) # 

证明  本定理的证明与定理 3的证明相同,故不赘述# 
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Certain Vector Differential Equation of Third_Order

Cemil TunÔ
Un iver sity of Y�z�n c�Y¥l , Fa culty of Educa tion , 65080, VAN , TURKEY

Abstract: There are given sufficient conditions for the ultimate boundedness of solutions and for the

existence of periodic solutions of a certain vector differential equation of third order.
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