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摘要:  本文在非协调元的修正泛函中引入满足系统微分方程的单元变形模式,提出了一种

将解析方法与数值方法有机结合的理性有限元法# 这种新的计算方案合乎单元的力学要求和结

构的几何复杂性要求# 据此所得的厚板弯曲四边形单元具有计算精度高、可对刚度矩阵精确积分

等优点# 
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引   言

30年前,我国和西方的力学工作者沿着不同的道路各自独立地创造发展了一种求解微分

方程的现代化系统化的数值方法 ) ) ) 有限元法# 它首先在弹性结构领域内广泛运用; 并且随

着计算机的发展,程度不同地推广到几乎一切工程行业以及许多科学技术领域,成为当代计算

数学的一项重大成就# 有限元的数学基础是变分原理和分割近似原理(或称分片插值方法)# 

前者作为建立各种有限元模型的依据, 一直受到广大力学工作者的高度重视# 如Hellinger,

Reissner,胡海昌,鹫津等人就曾提出过某些特殊形式的广义变分原理,而钱伟长又利用拉氏乘

子法, 将建立各级广义变分原理的工作纳入了简明、规范的轨道; 同时 Melosh, Jones, 卞学 ,

Veubeke, 董平等人也积极地将各类修正的变分原理引入自己的有限元研究, 其中卞学 倡导

的多变量变分原理更是继往开来, 创造了杂交应力有限元的历史# 相比之下,作为后者的分片

插值方法(通常使用线性或低次的多项式)则有些随意和过于简单, 由此导致了不可压缩材料

的体积自锁、板壳弯曲单元的剪切自锁等问题# 值得借鉴的是, 边界元中的基本解满足系统微

分方程,相应情况就有了很大的改观# 

据笔者所知,国内首先提出用方程的解逼近单元内部场这一思想的是蒋炜( 1981) ,当时他

以满足静力平衡方程及协调条件的多项式通解为单元位移场,并成功地求解了弹性理论平面

问题[ 1]# 但他只是认为自己的工作相当于一般变分计算中的放松边界条件法,而没有将其推

广到其它的有限元计算# 1996年初, 钟万勰对传统分片插值方法进行批判的同时, 引入了充

分考虑力学微分方程需要的理性有限元法[ 2]# 单元的位移、内力满足系统控制方程,这合乎力
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学对单元变形模式的要求;单元可根据计算需要合理剖分, 这又合乎结构的几何复杂性要求# 

因此理性有限元的提出, 具有十分深远的意义# 但文献[ 2]选择满足力学微分方程的单元变形

模式, 并通过分片试验对刚度矩阵和等效节点力进行修正比较繁复、难于推广# 为此, 本文试

图将有限元的两大数学基础 ) ) ) 变分原理和分割近似原理有机结合起来, 通过单元变形模式

的选取和非协调元修正势能的构造两方面来建立系统的理性有限元分析方法# 其中单元的变

形模式必须满足力学微分方程,这也意味着几百年来力学家们在解析解上的所有成就都可运

用到有限元这一现代数值方法中# 例如可以选取一些多项式形式的补充解[ 3, 4]作为节点数固

定的三角形元或四边形元的单元内部场;也可以采用多项式级数[ 5]或傅立叶级数[ 4]形式的通

解构造单元自由度可变的扇形[ 1]或条形单元;以及利用一些特殊形式的解构造嵌入的奇异单

元等# 总之,为了适应实际问题的需要, 单元变形模式的选取具有很大的灵活性# 另一方面,

为建立系统对应的广义泛函, 只需对文献[ 6]中的放松交界面连续条件的分区广义变分原理作

适当修正即可# 由此可见,理性有限元既充分利用了解析方法的成就,又突出了广义变分原理

的基础地位,实现了解析方法和数值方法的完美结合# 本文给出的厚板弯曲四边形理性有限

元也反映了这一方法的优越性质# 

1  单元变形模式的选取

在文献[ 4]中,笔者曾推导了 Reissner 厚板弹性弯曲的一般解析解,其中多项式形式的补

充解如下:
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式中 W, 5x , 5y 分别为厚板中面的挠度和平均转角, aij 为待定常数,常数 c = h
2
/ 5(1- L) # 

若选取( 111)式为四节点四边形单元的弯曲变形模式,并记 u = [ W, 5x , 5y ]
T
, a = [ a00,

a10, a01, ,, a31, a13]
T
,则有

    u = Na, (112)
式中 N 为x , y 的函数矩阵# 

将节点坐标 ( xi , yi ) 及节点位移 ui ( i = 1, 2, 3, 4) 代入( 112)式, 可写出相应的矩阵形式:

    q = T
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a, (113)
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,故

    u = NTq, (114)
上式中,矩阵 NT 相当于一般有限元中的插值函数# 

由此可得单元内应变

    e = LNTq (115)
以及单元内力

    H = DLNTq, (116)
其中 L 为一微分算子矩阵, D 为厚板的弯曲刚度矩阵# 

进而若设边界外法线 n 与x 轴夹角为 H,则该方向广义位移和内力分别为:
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    un = Ruu, Hn = RHH, (117)
Ru , RH 均为与H有关的转换矩阵# 

2  广义变分原理

按照上节选取单元变形模式, 则单元之间并不一定协调,因此特建立放松单元界面连续性

要求[ 6]的广义泛函:
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上式中 S
(m )
R 为单元m 中的应力边界, S

( mmc) 为单元 m 与其相邻单元mc的共有边界# 

将( 114) ~ ( 117)式代入,则( 211)式可写成:
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上述刚度矩阵中被积函数为不超过 6次的多项式, 故可对其实现四点高斯精确积分# 

( 212)式可组合成整体矩阵方程

    0 =
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T�Q, (213)

泛函中 K 并不是对称矩阵,其驻值条件给出

    �Kq = �Q, (214)
其中 �K = ( K + K

T
) / 2# 

3  算 例分 析

笔者针对四边简支( SSSS)、四边固支( CCCC)、悬臂以及角点支承四种边界条件, 在微机上进

行了计算验证;并着重对上述四边形十二自由度单元的数值收敛性、正确性和有效性作了考察# 

  ( a) 四边简支       ( b) 四边固定         ( c) 悬臂

图 1  几种典型的边界条件
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311  数值收敛性

考虑如图 1( a) , ( b)两种不同支撑条件下,厚板承受均布荷载时的弯曲# 计算参数为 L=

013, b / a = 110, h / a = 013# 由于对称性,仅取四分之一板进行计算,并均依次采用 1 @ 1, 2 @

2, 3 @ 3, 4 @ 4, 6 @ 6, 8 @ 8的网格# 从表1可以看出,两种边界条件下,最大挠度和中心弯矩都

收敛得很快,这表明本文所得单元收敛性良好# 

表 1 厚板中心挠度 ( W = 10- 2Aqa4 / Eh3 )和中心弯矩 ( M = 10- 2Bqa2) 收敛情况

1@ 1 2@ 2 3@ 3 4@ 4 6@ 6 8@ 8 解析解[4]

W( A)
SSSS 71696 5 61671 9 61414 4 61313 6 61235 4 61205 8 61194 5

CCCC 31944 1 31374 2 31256 1 31212 4 31179 0 31166 5

M( B)
SSSS 61923 6 51208 3 41962 8 41885 2 41832 9 41815 0 41929 7

CCCC 41620 6 21751 1 21503 0 21424 1 21371 4 21353 8

312  正确性

对于图 1所示边界条件,采用 8 @ 8网格分别对四分之一板(图1a、b)和二分之一板(图1c)进

行计算 ( L= 013) ,计算结果如表2、3# 表2中,当厚跨比 h/ a在很宽的范围内(010001 ~ 014) 变
动时,本文所得厚板中心挠度系数与参考值完全吻合# 表 3中本文所得悬臂板自由边的挠度系

数也与文献[7] 基本一致,但 h/ a 很小时,本文结果更接近于级数解
[ 8]
和有限元修正解

[ 9] # 

表 2 受中心集中力作用的方板的中心挠度系数 A( W = 10- 2APa2/ D )

简支方板 固支方板

h / a 本文 文献[ 7] 文献[ 10] 文献[ 11] 薄板解 本文 文献[7] 等参元 薄板解

01000 1 11170 8 11155 11160 01570 0 01541 01560 0

01010 0 11172 5 11156 11170 11160 11160 01571 8 01543 01556 01560 0

01100 0 11335 9 11294 11353 11354 11160 01738 6 01686 01730 01560 0

01200 0 11827 8 11708 11801 11943 11160 11233 8 11107 11232 01560 0

01400 0 31793 9 31360 11160 31201 9 21767 31210 01560 0

表 3 受均布载荷的方形悬臂板自由边 ( x = a) 处的挠度系数 A( W = 10- 1Aqa4/ Eh3 )

h / a y = 015a y = 0125a y = 0

本文 文献[ 7] 本文 文献[ 7] 本文 文献[ 7]

01000 1 11290 8 11288 11285 2 11282 11271 0 11266

01010 0 11290 8 11288 11285 4 11282 11271 2 11266

01100 0 11304 1 11306 11298 5 11299 11284 1 11282

01200 0 11340 8 11349 11334 5 11342 11320 4 11325

01400 0 11484 4 11503 11478 5 11495 11463 8 11477

级数解 11310 2 11305 6 11293 3

有限元修正解 11290 5 11285 1 11270 8
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313  有效性

计算方案的实用性很大程度上取决于一些特定情况下的内力收敛性# 我们采用算例 2的

计算参数, 对于承受均布载荷的角点支承板进行分析(见表 4)# 计算结果集中体现了本文所

选单元变形模式的合理性# 

表 4 角点支承方板的挠度系数 A( W = 10- 2Aqa4 / Eh3) 和弯矩系数 B( M = 10- 1Bqa2 )

h/ a

边界中点 方板中心

A B A B

本文 文献[ 7] 本文 文献[ 7] 本文 文献[7] 本文 文献[ 7]

01000 1 11765 1 1170 11532 0 11463 21536 1 2145 11123 6 11061

01010 0 11766 7 1172 11563 3 11465 21537 5 2146 11122 7 11061

01100 0 11964 5 1188 11721 6 11556 21723 4 2160 11112 8 11053

01200 0 21410 0 2129 11716 4 11600 31183 0 3101 11110 9 11038

01400 0 41144 6 3177 11711 4 11551 41992 0 4153 11110 1 11014

矩形单元 1165 1149 2132 1108

Marcus解 1180 1154 2181 1110

4  结   论

本文首次提出了在非协调元的修正泛函中引入满足系统微分方程变形模式的思想, 并相

应给出了建立一般理性有限元的具体步骤# 按照理性有限元法可建立各种不同的单元, 如一

般的三角形元、四边形元,还有较特殊的条形元、扇形元等# 这些单元通常都有十分优越的性

质,如本文提出的厚板弯曲四边形单元计算精度高、适用范围广, 且可实现刚度矩阵的精确积

分# 

本文工作得到了郝松林教授的热情鼓励和亲切指导,在此表示衷心感谢!
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Abstract: In this paper, some deformation patterns defined by differential equations of the elastic

system are introduced into the revised functional for the incompatible elements. And therefore the ra-

tional FEM, which is perfect combination of the analytic methods and numeric methods, has been

presented. This new approach satisfies not only the mechanical requirement of the elements but also

the geometric requirement of the complex structures. What. s more the quadrilateral element obtained

accordingly for the elastic bending of thick plates demonstrates such advantages as high precision for

computation and availability of accurate integration for stiffness matrices.

Key words: thick Reissner plates; elastic bending of thick plates; rational finite element method
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