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压电介质内裂纹问题的精确解
X
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南京航空航天大学飞行器系, 南京 210016

摘要:  在压电介质断裂力学分析中, 人们常假定裂纹面上的电位移法向分量为零, 可是实验

表明 ,这一假设将导致错误的结果# 本文基于精确的电边界条件, 并应用 Stroh 公式的方法,导出

了含裂纹压电介质在无限远处均匀外载作用下二维问题的精确解# 结果表明 : ( � )应力强度因子

与各向同性材料相同,而电位移强度因子取决于材料常数和机械载荷, 但与电载荷无关; ( � )能量

释放率大于纯弹性各向异性材料内的值,即总是正的, 且与电载荷无关; ( � )裂纹内所含空气的介

电常数对介质内的场强无影响# 
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引   言

最近几年, 压电介质内的裂纹问题引起了人们的广泛关注, 人们在此领域已做了许多理论

研究[ 1~ 16]# 但值得一提的是,这些研究大都是基于一个所谓的非穿透裂纹假设,即假设裂纹

面上的电位移法向分量为零# 根据这一假设,人们将获得下述结果
[ 2, 3, 5, 6, 9, 16]

: 在电载荷单独

作用下,电位移在裂纹尖端呈现平方根的奇异性,且能量释放率总是负的# 正如文献[ 9, 11,

12, 8, 6, 17]所指出的,这一结论是与现有的实验结果相矛盾的# 

本文基于精确的电边界条件, 给出了含裂纹压电介质二维问题的精确解,并通过这些解证

实介质内的电位移场强因子与电载荷无关,且能量释放率总是非负的# 

1  Stroh公式

在一固定坐标系 x i ( i = 1, 2, 3) 内, 压电介质内的场方程可表示为:

  Rij = C ij kmuk, m + emij U, m ,  D i = eikmuk, m - Ei mU, m  ( i , j , k, m = 1, 2, 3) (111)

其中,重复下标表示求和,逗号代表偏微分; Ri , u i , D i 和 U分别是应力,位移,电位移分量和电

势函数; C ijkl , emij , Eim 分别代表弹性常数,压电常数和介电常数;电场 E i 与电势 U的关系为 :

  E i = - U, i (112)

对于二维变形问题, 设 u i仅与 x 1, x 2 有关,并引入下列广义位移函数矢量 u, 广义应力函

数矢量 <及场强表达式:

  u = [ u1, u 2, u3, U]
T
,  < = [ <1, <2, <3, <4]

T
, (113a)

  Ri1 = - <i , 2,  Ri 2 = <i , 1  ( i = 1, 2, 3) ,  D 1 = - <4, 2,  D 2 = <4, 1, ( 113b)
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其中, T 表示转置,那么 u 和 U的一般解可表示为[ 3] :

    

u = Af ( z ) + �A f ( z ) ,  < = Bf ( z ) + �Bf ( z ) ,

A = [ a1, a2, a3, a4] ,  B = [ b1, b 2, b3, b4] ,

f ( z ) = [ f 1( z ) , f 2( z ) , f 3( z ) , f 4( z ) ]
T
, z = x 1 + p a x 2,

(114)

其中, / ) 0代表取共轭; p a( a = 1 ~ 4) 为具有正的虚部的特征值, 由特征方程确定
[ 3, 18]

, aa ,

ba 为相应于 p a 的特征向量; f ( z ) 为未知矢量函数# 应指出的是,为了简化分析, Suo 的一元

复变量分析法[ 19, 3] 在这里被采用, 一但根据边界条件确定 f ( z ) 之后, 在计算场量时应将

f ( z ) 中的分量函数的变量依次用 z 1, z 2, z 3, z 4 来替换 # 同时, 还应注意到上述解是基于

p a ( a = 1 ~ 4) 互不相等的假设,在此条件下,可以证明矩阵 A, B是非奇异的,并且存在下列

正交关系[ 18] :

    
B

T
A

T

�B
T
�A

T
U,

A �A

B �B
�=

I 0

0 I
(115)

其中, I 是 4 @ 4的单位矩阵# 

定义矩阵:

    Y = iAB- 1
, (116)

这里, i = - 1, Y称为阻抗矩阵; Suo 已证明[ 3]
Y是 Herm it ian矩阵, 并能写成分块矩阵的

形式 :

    Y =
Y11 Y14

Y41 Y44
�i ,

其中, Y11是 3 @ 3的块矩阵, Y44 是实数, 它们有不同的量纲:

    Y11 ~ [弹力]
- 1
,  Y44 ~ [介电常数]

- 1
,  Y14 = ( Y41)

T
~ [压电]

- 1
(117)

可以证明[ 3, 20] :

    Y11是正定的Hermitian矩阵, 且 Y44 < 0# ( 118)

再进一步引入下列矩阵:

    H
R
= 2Re Y,  HI

= 2Im Y, (119)

这里, Re和 Im 分别表示取实部和虚部,然后将 H
R
, H

I也写成分块矩阵:

    H
R
=

H
R
11 H

R
14

H
R
41 H

R
44

学和, H
I
=

H
I
11 H

I
14

H
I
41 H

I
44

� � �, (1110a)

其中

    H
R
11 = Y11+ Y11,  H

R
44 = Y44+ Y44 = 2 Y44,  H

R
41 = ( H

R
14)

T
= Y41+ Y41,

(1110b)

    H
I
11 = 2Im Y11,  H

I
44 = 2Im Y44 = 0,  H

I
41 = ( H

I
14)

T
= 2Im Y41, ( 1110c)

因 Y11 是正定的 Herm ite矩阵,则易证 Y11也是正定的 Hermite矩阵,故由式(1110b) 得:

    H
R
11 是正定的实矩阵,且 H

R
44 < 0, ( 1111)

另一方面,利用关系 AB
- 1

= ( AB
T
) ( BB

T
)
- 1 易得下列结果:

    Y = L
- 1

- iSL- 1
,  H

R
= 2L- 1

,  H
I
= - 2SL- 1

, ( 1112)

其中, S, H, L 为三个实矩阵,可直接由材料常数确定[ 18]
,它们与 A, B的关系为:

    S = i(2ABT
- I) ,  H = i2AAT

, L = - i2BBT # 
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2  分   析

考虑一含裂纹 L压电介质的二维问题# 设裂纹长为2a,定位于 x 1轴上(- a, a) 处;并假

设介质在远处受均布的机械载荷和电载荷共同作用,在裂纹表面外力和外加电荷为零;同时认

为裂纹内部被空气所充满# 

211  裂纹内的场强

众所周知, 裂纹可以被看作是椭圆孔的极限情况# 最近文献[ 17]研究了含一椭圆孔压电

介质的二维问题,其结果表明当无限远处作用均布的外载时, 孔内的电位移场为常量# 因此,

在下面分析中, 我们假定裂纹内的电位移分量 ( D
0
1, D

0
2) 是均匀的, 且与裂纹内的电场( E

0
1,

E
0
2) 有下列关系 :

    D
0
1 = E0E

0
1,   D

0
2 = E0E

0
2, (211)

其中, E0 为空气的电介常数# 

212  介质内的场强

引入一个新的函数矢量 F( z ) :

    F( z ) =
5f ( z )
5x 1

=
5f ( z )
5 z

5 z
5x 1

=
5f ( z )
5 z # 

根据式( 114)得:

    u, 1 = AF( z ) + �A F( z ) , (212a)

    <1 = BF( z ) + �BF( z ) , ( 212b)

对于目前的问题, F( z ) 可表示为:

    F( z ) = c
]
+ F0( z ) , (213)

其中, F0( z )为在 z 平面上, 除无限远点( z y ] ) 外,处处全纯的函数矢量,且F0( ] ) = 0; c ]

为由无限远处载荷条件确定的常矢量# 

将式( 213)代入式( 212b) ,然后取 z y ] 极限得:

    Bc
]
+ Bc

]
= <]

, 1, (214)

其中

    < ]
, 1 = [ R]

21, R
]
22, R

]
23, D

]
2 ]

T

在裂纹表面,力和电位移边界条件可表示为:

    <
0
, 1 = [ 0, 0, 0, D

0
2]

T
(215)

把式( 213)、( 215)代入式( 212b) ,并利用式( 214)得:

    BF0( x 1) + BF0( x ) = $<1  (在 L 上) , (216)

其中

    $<, 1 = - [ R]
21, R

]
22, R

]
23, D

]
2 - D

0
2]

T# (217)

再引入下列新的函数矢量:

    8 0( z ) = BF0( z ) ,  7 0( z ) = - �B F0( z ) ,

其中, F0( z ) = F0( �z ) ,那么式(216) 经整理可表示为:

    [ 8 0( x 1) + 7 0( x 1) ]
+
- [ 8 0( x 1) + 7 0( x 1) ]

-
= 0 (218a)

    [ 8 0( x 1) - 7 0( x 1) ]
+
+ [ 8 0( x 1) - 7 0( x 1) ]

-
= 2$<1 ( 218b)

根据[ 21] ,式( 218)的一般解为:
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    8 0( z ) = BF0( z ) =
1
2
$<, 1 -

1
2

z
X ( z )

$<, 1+
1

X ( z )
# c

0
, (219)

式中

    X ( z ) = z
2
- a

2

    z
X ( z )

� � 均 匀的

= diag
z 1

X ( z 1)
,

z 2

X ( z 2)
,

z 3

X ( z 3)
,

z 4

X ( z 4)
(� � 1 , )

    1
X ( z )

2  = diag
1

X ( z 1)
,

1
X ( z 2)

,
1

X ( z 3)
,

1
X ( z 4)

� �

� � �

,

这里, c
0 是待定常矢量; X ( z ) 是在沿 L 割开的平面内的一个单值分支,它在无限远处满足关

系 z
- 1

X ( z ) U 1,且在裂纹上(+ )、下(- ) 表面有不同的值(分支)
[ 21]

:

    X
+
( x 1) = - X

-
( x 1) = i a

2
- x

2
1 ,  (在 L 上)# ( 2110)

为求 c
0
,令 z 沿#旋转一周,这里 #代表贴近裂纹表面的顺时针闭围道(此时 z y x 1) ,那

么根据[ 22] 可得:

    R#
D2dz = 0,   R#

E1dz = 0, ( 2111)

综合式( 212) , ( 2111) ,并考虑到力平衡条件和位移单值条件,可得:

    R#
u , 1dz = 0,   R#

<, 1dz = 0, ( 2112)

把式( 212)代入式( 2112)得:

    
A �A

B �B
表示 

R#
F( z )d z

R#
F( z )dz

13 = 0, ( 2113)

注意到式( 115) ,式( 2113)意指:

    R#
F( z ) dz = 0, ( 2114)

把式( 213) , ( 219)代入式( 2114) ,然后再应用留数定理得:

    c
0
= 0, ( 2115)

再把式( 2115) , ( 219)代入式( 213) ,即得所研究问题的复势函数解:

    BF( z ) = Bc
]
+

1
2
$<, 1-

1
2

z
X ( z )

�$<, 1# ( 2116)

为求 D
0
2,让我们应用在裂纹表面上的电场切向分量连续条件:

    E
?
1 = E

0
1  (- a [ x 1 [ a) , ( 2117)

由式( 212a) ,并注意到式( 116)得:

    u, 1 = u
]
, 1 + 2Re[- i YBF0( x 1) ] , ( 2118)

其中, u
]
, 1 为无限远处的广义应变矢量# 

在裂纹上表面, 将式( 219)代入式( 2118) ,并注意到式( 119) , ( 2110)得:

    u, 1 = u
]
, 1 +

1
2
H

I$<, 1 +
1
2

x 1

a
2
- x

2
1

H
R$<, 1  (- a [ x 1 [ a) , ( 2119)

综合式( 2119) , ( 217) , ( 1110) , ( 113a) , ( 112)即得裂纹上表面电场的切向分量为:

    E
+
1 = E

]
1 +

1
2
H

I
41 t

]
2 -

x 1

a
2
- x

2
1

[ H
R
41 t

]
2 + H

R
44( D

]
2 - D

0
2) ] , ( 2120)
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其中, t
]
2 = ( R]

21, R
]
22, R

]
23)

T 代表无限远处的机械载荷矢量# 

注意到式( 2110) ,同理可得在裂纹下表面电场的切向分量的表达式:

    E
-
1 = E

]
1 +

1
2
H

I
41 t

]
2 +

x 1

2 a
2
- x

2
1

[ H
R
41 t

]
2 + H

R
44( D

]
2 - D

0
2) ] ( 2121)

由式( 2120) , ( 2121) , ( 2117)得:

    H
R
41 t

]
2 + H

R
44( D

]
2 - D

0
2) = 0, ( 2122)

    E
0
1 = E

]
1 +

1
2 H

I
41 t

]
2 , ( 2123)

再由式( 2122) , 即得确定 D
0
2 的方程:

    D
]
2 - D

0
2 = -

1

H
R
44
H

R
41 t

]
2 , ( 2124)

式( 2124)表明, 裂纹表面的电位移法向分量并不为零,它取决于无限远处的机械载荷和电载

荷,而与空气的介电常数无关# 

根据式( 2123) , ( 2124) , ( 211) ,我们可获得裂纹内的场强为:

    E
0
1 = E

]
1 +

1
2
H

I
41 t

]
2 ,   D

0
2 = D

]
2 +

1

H
R
44
H

R
41 t

]
2 , (2125a)

    E
0
2 =

D
]
2

E0
+

1

E0H
R
44
H

R
41 t

]
2 ,   D

0
1 = E0E

0
1# (2125b)

在裂纹尖端 ( x 1 = a) ,场强度因子可定义为:

    K = [ K Ò , K Ñ , K Ó, K Ô]
T
= lim

ry 0
2Pr [ R21, R22, R23, D 2]

T
= lim

r y 0
2Pr<, 1,

( 2126)

其中, r 为距裂纹尖端( x 1 = a) 的距离# 

把式( 212b)和式( 2116) , ( 217)代入式( 2126)得:

    K = Pa[ R ]
21, R

]
22, R

]
23, D

]
2 - D

0
2]

T
, ( 2127)

如果我们假设 D
0
2 = 0,则由式(2127) 得:

    K = Pa[ R ]
21, R

]
22, R

]
23, D

]
2 ]

T
,

此即为曾前根据非穿透裂纹假设所得到的结果
[ 2~ 7, 9]# 

又由式( 2127) , ( 2124)得:

    K Ô = - Pa
1

H
R
44
H

R
41 t

]
2 , ( 2128)

式( 2128)表明电位移强度因子取决于材料常数和机械载荷,而与电载荷无关# 

同时,式( 2128)又可写成:

    K ÔH
R
44 + H

R
41K e = 0, ( 2129)

其中, Ke = ( K Ò , K Ñ , K Ó)
T
代表机械应力强度因子矢量# 

根据文献[ 3] ,能量释放率 G 可表示为:

    4G = K
T
H

R
K = [ K

T
e , K Ô]

H
R
11 H

R
14

H
R
41 H

R
44

Ke

K Ô -� � *=

K
T
eH

R
11K e + K ÔH

R
41K e + K

T
eH

R
14K Ô + H

R
44K

2
Ô, ( 2130)

应用式( 2129) , 式( 2130)可简化为:
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    4G = K
T
eH

R
11K e + -

1

H
R
44 载荷� K

T
e Ke ( H

R
14)

T
H

R
14 ( 2131)

故式( 2131)又可进一步写为:

    G = Ge + $G, ( 2132)

其中

    Ge =
1
4
K

T
eH

R
11K e,   $G =

1
4

-
1

H
R
4412 K

T
eK e( H

R
14)

T
H

R
14 ( 2133)

注意式 ( 1111) , 显然有 Ge \ 0, $G \ 0, 因此 G \ 0, 即能量释放率总是正的, 而且从式

(2133) , ( 1110b) , ( 117) 可以发现 Ge 仅仅取决于机械弹性常数和机械载荷,即 Ge 代表纯弹性

各向异性材料的能量释放率, 因此,式( 2132) 还表明在压电材料内, 裂纹的扩展力通常要大于

纯弹性材料内的值# 

当无限远处仅存在电载荷,既 t
]
2 = 0时,综合式(217) , (2124) , (2116) 可得:

    F( z ) = c
]
, ( 2134)

式( 2134)表明此时在介质内, 应力场为零(但变形是均匀的) ; 能量释放率也为零(非负) ; 而电

场是均匀的(非奇异) ,且等于无限远处的值; 同时在裂纹内,电场分量可表示为:

    E
0
1 = E

]
1 ,   E

0
2 =

D
]
2

E0
=

E22

E0
E

]
2 , ( 2135)

式( 2135)与最近 Sosa和 Khutoryansky 所获得的结果[ 17]是一致的# 

最后, 应指出的是,根据上述结果, 我们发现场强因子和能量释放率仅与外载和实矩阵

H
R
, H

I
,亦即仅与(由式(1112) S, H, L 有关,故本文解对于退化材料的情形(此时 A, B 可能

奇异) 也成立# 

3  结   论

应用 Stroh公式,研究了含裂纹压电材料的二维问题, 得到了场强度因子和能量释放率的

精确解# 结果表明, 非穿透裂纹假设并不适用于裂纹问题的分析# 凡是基于此假设所获得的

有关裂纹问题的解, 都含有某些病态的结果, 故都需做适当的修正# 
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A Exact Solution of Crack Problems

in Piezoelectric Materials

Gao Cunfa   Fan Weixun
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Ast r onaut ics , Nanjin g 210016, P R China

Abstract: An assumption that the normal component of the electric displacement on crack faces is

thought of as being zero is widely used in analyzing the fracturemechanics of piezoelectric materials.

However, it is shown from the available experiments that the above assumption will lead to erro-

neous results. In this paper, the two_dimensional problem of a piezoelectric material with a crack is

studied based on the exact electric boundary condition on the crack faces. Stroh formalism is used to

obtain the closed_form solutions when the material is subjected to uniform loads at infinity. I t is

shown from these solutions that: ( � ) the stress intensity factor is the same as that of isotropicmate-

rial, while the intensity factor of the electric displacement depends on both material properties and

the mechanical loads, but not on the electric load. ( � ) the energy release rate in a piezoelectric

material is larger than that in a pure elastic_anisotropic material, i e, it is always positive, and inde-

pendent of the electric loads. ( � ) the fieldsolutions in a piezoelectric material are not related to the

dielectric constant of air or vacuum inside the crack

Key words: piezoelectric material; plane problem; crack; energy release rate; exact solution
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