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摘   要

本文研究弱阻尼 KdV 方程样条小波基下约化形式的弱解# 

关键词  弱解  样条小波基  弱阻尼 KdV 方程  近似惯性流形( A IM )  约化形式

中图分类号  O175, O174

k 11 引   言

利用样条小波基研究近似惯性流形( AIM )的方法起源于[ 1]中对自共轭型非线性发展方

程的讨论# 但在非自共轭型非线性发展方程中不知道是否存在 AIM # [ 2]获得在非自共轭

型的弱阻尼 KdV方程(简记为WDF KdV方程)中利用Fourier基存在 AIM # [ 3]在扰动周期

KdV 方程中利用样条小波基获得 AIM# [ 4]建立WDF KdV 方程中整体吸引子和它的分形

维估计# 基于这些论文, 我们研究在弱阻尼 KdV方程中样条小波基下是否存在AIM# 本文

研究WDF KdV方程中样条小波基下约化形式的弱解# 该方程是一类非自共轭型非线性发展

方程# 通过利用WDF KdV方程中约化形式的弱解我们将研究长期动力学行为和构造近似惯性

流形# 

k 21 符 号 和定 理

设 8 = [ 0, 1] , CN
( 8 ) 是 8 中N 阶连续可微函数的全体# H

s
( 8 ) 是通常周期Sobolev空

间# 在 H
s
( 8) 中定义内积为

    ( u , v ) s = E
k I Z

| k |
2s
û ( k ) v̂ ( k )

其中     û ( k) = Q8
u ( x ) e

- 2 kPix
dx
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这里 Z记为整数且H
s
( 8 ) 是Hilbert空间# 记 | u | s作为相应范数, | u | s = ( u , u )

1/ 2
s # 当

s = 0时, H
0
( 8 ) = L

2
( 8)# 我们考虑有限维空间

Vj = v I C
N
( 8 ) : v 是[ k / 2 j

, ( k + 1) / 2 j+ 1
) 中阶数 [ N + 1的几乎多项式函数V ,方

结点在 k / 2
j
, 0 < k [ 2

j

我们有

    V 0 < V 1 < V 2 < , < V n < ,,L
2
( 8)

记 W j = Vj+ 1 H ( Vj )
L # 则 L

2
( 8) = V 0 © W0 © W1 © , © W n © ,# 该和是正交直

和# 由[ 5]、[ 6] ,对每个整数 N ,存在 WN 满足:

( 1) WN I C
N
( R ) ,这里 WN 是阶数 [ N + 1的几乎多项式函数,结点在整数上# 

( 2) 存在 EN > 0,对 m [ N + 1,成立
5 m

5 xm
WN ( x ) [ Ce

- E
N
| x | # 

( 3) 若 m [ N + 1,则QR
x
m
WN ( x ) dx = 0# 

( 4) 族 2
j / 2
WN (2

j
x - k ) 011[ k [ 2

j形成W j 中正交基;族 2
j / 2
WN (2

j
x - kcu )R 0 [ j < ] , 1 [ k [ 2

j形

成 L
2
( 8) 中正交基# 

由[ 5]、[ 6] ,设 Wj , k = 2 j / 2 E
m I Z

WN (2
j
x + 2 j

m - k)# 则 Wj , ki v 1[ k [ 2
j 形成W j 中周期正交小

波基,族 Wj , k ti0 [ j < ] , 1[ k [ 2
j 形成L

2
( 8 ) 中周期正交小波基# 

我们考虑如下WDF KdV方程:

    u t + uxxx - Guxx + Cu + uux = f ,   G, C> 0 (211)
    u ( x + 1, t ) = u ( x , t ) (212)
    u ( x , 0) = u0( x ) I H

2
( 8 ) H H (213)

    f I H
3
( 8 )   ( f 与 t 无关) (214)

其中 H = L
2
( 8 ) 且它的范数是 | #| # 记 A 0u = uxxx - Guxx + Cu,则 A 0不是自共轭算子# 

因此(211) 不同于[ 1]# 为研究(211) ~ (214) ,我们考虑如下方程 :

    u t + Euxxxx + uxxx - Guxx + Cu + uux = f ,   G, C> 0 (215)
    u ( x + 1, t ) = u ( x , t ) (216)
    u ( x , 0) = u0( x ) I H

2
( 8 ) H H (217)

    f I H
3
( 8 ) (218)

记 Bu = uxxxx , V = D ( B
1/ 2
) = H

2
( 8) , V 中范数是 + # +# 设 AEu = Bu + A 0u# 则 B

是自共轭算子且 A E满足如下不等式:

    ( AEu, u ) \ k1 + u +2 \ k 2 | u |
2
,   k 1, k2 是常数 (219)

方程( 211) ~ ( 214)或( 215) ~ ( 218)解的存在和唯一性见[ 2] # 定义正交投影算子 P j : H y

Vj , Q j = I - P j ; P 1 j : V y V j , Q1 j = I - P 1 j , AIM 的定义见[ 1]、[ 2]、[ 5] # 

定理 1  若 N \3, 如果(215) ~ (218) 的解是 u
E I H 且初值u 0( x ) 满足 | u 0 | [ C1( C 1

是常数,与 E无关) ,则存在 t 0, t \ t 0 时使

  | Q ju
E
( x , t ) | , | Q 1 ju

E
( x , t ) | ,

5
5 tQ ju

E
( x , t ) ,

5
5 tQ 1ju

E
( x , t ) [ C 2/ 16

j

  +Qju
E
( x , t ) + ,

5
5 tQ1 ju

E
( x , t ) [ C 3/ 4

j
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其中 C 2, C3 是常数且与 E无关# 

引理 1  设 E> 0,方程 EqExxxx + q
E
xxx - GqExx + CqE= Q jR ( p ) , p I V j , 在H

2
( 8 ) 中该方

程有唯一解 q
E
= 5E( p ) , p I V j # 

注 1 由引理 1, 对 p I V j 存在唯一解 5 E( p ) I V L
j 使 AE5

E( p ) = Q jR ( p ) # 

引理 2  设 E> 0, p I Vj# 由引理 1, q
E
= 5

E
( p )# 则 +D 5

E+1, ] [ C4, 其中 D =

(5/ 5p ) dp , +B +1, ] = sup
u I D( B)

| B ( u) | 1 # 

定理 2  设 p I V j , q
E
= 5E( p ) ,选择 E y 0+ ,则存在 q = 5 ( p ) 满足 :

( 1) sup | 5E( p ) - 5( p ) | 2 y 0, n y ] 时;

( 2) +D 5 +1, ] [ C5;

( 3) q = 5( p ) 是如下方程的弱解 :

    qxxx - Gqxx + Cq = QjR ( p ) ,   p I V j

注 2 由定理 2我们得到 WDF KdV 方程的约化形式有弱解且该约化形式如下:

    p c
t + p xxx - Gp xx + Cp = Pj R ( p ) (2110)

    qxxx - Gqxx + Cq = Qj R( p ) ,   p I Vj , q I V L
j (2111)

在另外的文章中我们将证明该约化形式是WDF KdV 方程的近似惯形流形 AIM 且 5 的图象含有WDF KdV

方程的整体吸引子# 

k 31 定 理 的证 明

定理 1的证明见[ 3]# 

定理 2的证明:

由注 1, q
E
= 5

E
( p ) , p I V j 满足如下方程:

    AEqE = Q jR ( p ) ,   p I Vj (311)

若 HQ( r ) 是截断函数, H( r ) : R+ y [ 0, 1] 是固定的 Cc函数且H( r ) = 1, 0 [ r [ 1; H( r )

= 0, r \ 2; | H( r ) | [ 1, | Hc( r ) | [ 1# HQ = H( r / Q)# 则 HQ( | A u | ) = 1, | A u | [ Q;

HQ( | Au | ) = 0, | A u | > 2Q# 我们得到修正方程 :

    AEqE = Q jF( p ) ,   p I V j (312)

由引理 1在( 312)中存在唯一解# 记 $5E = 52 5 /5 p 2# 我们考虑如下方程 :

    - B$5
E
+ A E5

E
= QjF ( p ) ,   p I V j

解( 312)的手段是去构造无穷序列 SnEu� � x,
]
1 , 它是相应的有限维非线性方程的解 :

    - Bn$S
n
E+ AES

n
E = F

r , n
( p ) ,   p I Vj (313)

其中 F
r , n

( p ) = RMF ( p ) , RM = QjH
r( M)

= ©
j+ 1 [ l [ j+ M

W l , S
n
E 的值在 Hilbert 空间

      H
r( M )

= span Wj , k : j + 1 [ l [ j + M , 1 [ k [ 2 l) 或

首先我们证明 DSnE( p ) y 0,当 | p | y ] 时# 

设 S
n
E( p ) 的样条小波基展开是

    SnE( p ) = E
j+ 1 [ l [ j+ M

E
1 [ k [ 2

l

Cnl , kWl , k
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有      AES
n
E( p ) = E

j+ 1 [ l [ j+ M
E

1 [ k [ 2
l

Cnl , kA EWl , k

其中 C
n
l , k是p 的函数# 因为 V j = V 0 © W 0 © W 1 © , © W j , 则 Q jH = ©

l > j
W l# 因为 AEVj

< Vj ,我们可设

    AES
n
E( p ) = E

j+ 1 [ l [ j+ M
E

1 [ k [ 2
l

Cn , 1l , kWl , k

由( 313) ,若 | p | 1 > Q,则 F = 0且

    - Bn$C
n
l , k + Cn, 1l , k = 0

由于 SnE I W
1, 2
( V j , V

L
j ) ,则 Cn, 1l. k I L

2
( V j ) 且

    DCnl , k =
5
5 pC

n
l, k I L

2
( V j \ BR) (314)

其中BR = p I V j : | p | 1 [ R (� �( ) ,, R> Q# 设 X I C
] 是数值函数且满足 | X( p ) | [ 1, p I

Vj 且 X( p ) = 0, | p | 1 [ ( Q+ R) / 2; X( p ) = 1, | p | 1 > R# 这里 R > Q# 利用(314) 有

    D
B
XD 5

n
j ( p ) I L

2
( V j ) (315)

对 B \ 0,由 Sobolev嵌入定理,则 W
k, 2 < L

r
,对 r \ 2且 k > 2

j- 1
- 2

j
,同时由(315) 有

    g( p ) =
定义

( I - $) ( XD 5nj ) ( p ) I L
r
( V j )   ( r \ 2)

因为 XD 5nj ( p ) = D 5nj ( p ) ,对 | p | 1 > R,则有

    D 5nj ( p ) = QV
j

G ( p - q ) g ( q ) dq = QV
j

G ( p ) g( p - q ) dq

其中 G ( q) 是 Bessel位势且满足

    G ( q) = C 6 | q |
2- 2

j

+ o( | q |
2- 2

j

) , 当 | q | y 0, j \ 2

    G ( q) = C 7ln | q | + o( ln | q | ) , 当 | q | y 0, j = 1

    G ( q) = C 8(1- | q | ) + o( 1- | q | ) , 当 | q | y 0, j = 0

且      | G ( q ) | [ C 9e
- C

10
| q |

, | p | y ] 时

我们得到对 | p | 1 > R有

| D 5nj ( p ) | [ Q| q | > | p | / 2
G ( p - q ) g( q) dq + Q| q | < | p | / 2

G ( p - q) g ( q ) dq

   [ | G | Lv | g | Lvc( | q| > | p | / 2) + Q| q | < | p | / 2
| G ( p - q ) |

v
dq er

1/ v

| g | L vc
( V

j
)

   [ | G | Lv | g | Lvc( | q| > | p | / 2) + [ R2 j | p |
2
j

/ 2]
1/ v
C9 e

- C
10
| p | / 2

| g | L vc
( V

j
) y 0,

| p | y ]

其中 R2 j 是R
2j+ 1
中单位球的体积且 v < 2

j
(2

j
- 2) ,对 j \2; v [ 2时 j < 2且 vc= v ( v -

1)- 1# 我们可得到 :

  D 5nj ( p ) y 0,  当 | p | y ] 时,   D 5nE( p ) y 0,  | p | y ] 时

现在我们来证引理 2,记 A EqE= Q jR ( p ) ,我们考虑如下方程 :

  - Bn$S
n
E+ AES

n
E = F

r , n
( p ) , F

r , n
( p ) = RMF ( p ) ,   Bn y 0+ (316)

在方向 v = E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

v l , kWl , k , | v | 1 = 1上取( 316) 的 Gateaux 导数,则得到:

  - Bn$ E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

SnE, l , kv l, k + A E E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

SnE, l , kv l, k
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      = E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

5
5 p l , k

F
r , n

( p ) v l , k ,   p I Vj (317)

其中   SnE, l , k = DSnE( p ) Wl , k ,
5

5 p l , k
F

r , n
( p ) = DF

r , n
( p ) Wl , k

接下来将( 317)式与
  A

2
E E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2l

SnE, l, kv l , k

取内积,则得到:

  -
Bn
2
$ E

0 [ l [ j
E

1 [ k [ 2
l

SnE, l , kv l, k
2

1
+ Bn D E

0 [ l [ j
E

1 [ k [ 2
l

SnE, l , kv l , k
2

1

      + AEAE E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

SnE, l, kv l , k , AE E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

SnE, l , kv l , k )� � [ 1

     = E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

AE
5

5p l, k
F

r , n
v l , k , AE E

0 [ l [ j
E

1 [ k [ 2
l

SnE, l , kv l , k,� � �   p I V j (318)

则有

  AEA E E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

SnE, l , kv l, k , AE E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

SnE, l , kv l , k

� � n

     \ k 2 AE E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

S
n
E, l , kv l , k

2
\ C 11 AE E

0 [ l [ j
E

1 [ k [ 2
l

S
n
E, l, kv l , k

2

1

     \ C12 E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

S
n
E, l , kv l, k

2

0 = C 12 E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

DS
n
E ( p )

2
y 0

当 | p | y ] 时# 则

  E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

SnE, l, kv l , k y 0,   | p | y ] 时

因此 E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

SnE, l, kv l , k
2

1
在某点 p 0 I V j 有极大值# 由极大值原理在 p 0 点成立:

  D E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

SnE, l , kv l , k
2

1
= 0, $ E

0 [ l [ j
E

1 [ k [ 2
l

SnE, l , kv l , k L
] = 0

由公式( 318)成立

  C11 AE E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

SnE, l, kv l , k
2

     [ AEAE E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

S
n
E, l, kv l , k , AE E

0 [ l [ j
E

1 [ k [ 2
l

S
n
E, l , kv l , kj

� � (R

     [ E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

AE
5

5p l, k
F

r , n
v l , k#A E E

0 [ l [ j
E

1 [ k [ 2
l

S
n
E, l , kv l, k

L
]

     [ +DSnE +1, ] E
0 [ l [ j

E
1 [ k [ 2

l

AE
5

5p l , kF
r , n

v l , k
0, ]

     [ +DSnE +1, ] sup
| v |

1
= 1

sup
u I V

j

| DF ( u ) v | 1

     [ C13 +DSnE +1, ] sup
| v |

1
= 1
sup | uxv + uv x | 1

     [ C14 +DSnE +1, ] sup
| v |

1
= 1

| ux | ] | v | 1

     [ C15 +DSnE +1, ]

因此 +DSnE +1, ] [ C16, +D 5nE +1, ] [ C16# 进一步,因为 +D 5nE +1, ] [ C16,我们能利
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用Ascoli_ArzelÂ定理, n y ] , Bn y 0+ , 得到 +D 5E+1, ] [ C 4# 证毕# 

通过利用 Ascoli_ArzelÂ定理和引理 2,我们很容易证得定理 2, 略去# 
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The Wild Solutions of the Induced Form under

the Spline Wavelet Basis in Weakly Damped

Forced KdV Equation
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Abstract

In the paper what is studied is thewildsolution of the induced form under the spline wavelet ba-

sis in weakly damped forced KdV equation.

Key words  wild solution, spline wavelet basis, weakly damped forced KdV (WDF KdV) equation,

approximate inertial manifold (AIM) , induced form
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