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摘   要

考虑具有扰动项的非自治时滞微分方程

  Ûx ( t) = - a( t) x ( t - S) + F( t, x t) ,   t \ 0 (* )

其中 F: [ 0, ] ) @ C[ - D, 0] y R 且连续, C[ - D, 0] 表示将 [ - D, 0] 映射到 R 的所有连续函数集

合# F ( t , 0) S 0, a( t ) I C( (0, ] ) , (0, ] ) ) , S \ 0# 通常文献对 a( t) 不依赖于 t即a( t) 为自

治情形,研究了方程( * ) 零解的局部或全局渐近性质[ 1~ 5, 7]# 本文对 a( t) 为非自治即依赖于 t之

情形,获得了方程( * ) 零解全局吸引的充分条件,所得结论在某种意义上说是不可改进的# 本文

改进和推广了已有文献的相应结果,同时本文采用的方法可应用到非自治非线性扰动方程# 

关键词  扰动全局吸引性  时滞微分方程  渐近稳定性  基本解  常数变易公式

中图分类号  O175

k 11 引   言

本文研究具有扰动项的非自治线性时滞微分方程

  Ûx ( t ) = - a( t ) x ( t - S) + F ( t , x t ) ,   t \ 0 (111)
零解的全局吸引性, 其中 F: [ 0, ] ) @ C [- D, 0] y R 且连续, C [- D, 0] 表示将[- D, 0] 映射

到 R 的所有连续函数集合( 5: [- D, 0] y R ) , F ( t , 0) S 0, t \ 0# a( t ) I C( (0, ] ) , (0,

] ) ) , S \ 0# 

对于扰动线性微分方程的渐近稳定性研究, 绝大多数文献局限于其局部性质[ 1~ 5] ;即使

考虑其全局性质,也仅仅局限于自治情形
[ 7]# 众所周知,只有在自治情形下, 才有明确的特征

方程, 这样通过利用特征根的分布情况来估计基本解, 从而得出结果# 本文将去掉这一限制,

即在 a( t ) 为非自治情形,借助将非自治方程转化为自治方程,再利用基本解和常数变易公式,

最后获得结果 :

定理 1  假设

  inf
t \0

a( t ) = b > 0, sup
t \0

a( t ) = a,   0 [ aS <
P
2

(112)

  | F( t , 5 ) | [ ca( t ) + 5 + (113)
其中 + 5 + = sup | 5( s ) | , 0 [ c < 1为常数且满足
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  a + ( c - 1) b <
aA

2
0

A
2
0+ B

2
0

(114)

这里 ( A0, B0) 是方程组

  
A= - ae

- aScosBS

B= - ae
- aSsinBS]

(115)

在区域 D = ( A, B) | - ] < A [ 0, 0 [ B [ P/ 2 �, 上的解,则方程(111) 的零解是全局吸引
的,即方程(111) 的所有解 x ( t ) 当 t y ] 时趋于零# 

由本文第 2节和第 3节知, 定理 1改进和推广了已有文献中相应结果[ 1~ 5, 7, 10] , 本文所采

用的方法可应用到非线性扰动方程# 

k 21 定理 1的证明

考虑下列方程

  ÛV ( t ) = - aV ( t - S) ,   t \ 0 (211)
及初始条件

  V ( s) = 0, s < 0; V (0) = 1 (212)
引理 1[ 7, 定理21 1]  若 V( t ) 是在条件(212) 下方程(211) 的解# 假设(112) 成立, ( A0, B0)

为方程(115) 在区域 D = ( A, B) | - ] < A [ 0, 0 [ B [ P/ 2� �� �上的解, 则 V ( t ) > 0, t \ 0

而且满足

  Q
]

0
| V ( t ) | dt [ 1

a

A20+ B20
A2
0

(213)

习惯上,在条件( 212)下方程( 211)的解称为方程
  Ûy ( t ) = - ay ( t - S) ,   t \ 0 (214)

的基本解# 下面我们将证明定理 1# 

定理 1的证明  令 C= max S, D� �!, 记 U I C( [- C, 0] , R ) , 定义 x ( t ) = x ( t ; 0, U) 为

满足初始条件

  x ( s; 0, U) = U( s) ,   s I [- C, 0] (215)
的方程( 111)的解# 则不难得证 x ( t ) 存在且唯一# 

假设 y ( t ) = y ( t ; 0, U) 为方程(214) 满足初始条件
  y ( s) = U( s) ,  s I [- C, 0] (216)

的解# 

容易知道, 在条件( 215)下方程( 111)的解 x ( t ) 可表示如下:

  x ( t ) = y ( t ) + Q
t

0
V ( t - s) [ ( a - a( s ) ) x ( s - S) + F( s , x s) ] ds (217)

其中 y ( t ) 为在条件(216) 下方程( 214) 的解, V ( t ) 为在条件( 212) 下方程(211) 的解# 

由条件( 112)中 0 [ aS< P/ 2知道[ 3, 4]
, y ( t ) y 0( t y ] )# 从而

  My = sup
t \- C

| y ( t ) | < ]

我们将证明

  | x ( t ) | <
1

1- q
M y ,   t \- C (218)
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其中   q = [ a + ( c - 1) b ]
A
2
0+ B

2
0

aA
2
0

< 1

由于当 t I [- C, 0] 时, x ( t ) = y ( t ) = U( t ) ,即 t I [- C, 0] 时( 218) 成立# 

假设( 218)不成立,则存在 T 1 I (0, ] ) 使得

  | x ( t ) | <
1

1- q
M y , - C [ t < T 1, | x ( T 1) | =

1
1 - q

My

从而由( 217)有

  | x ( T 1) | [ M y + Q
T

1

0
| V ( T 1- s) [ ( a - a( s ) ) x ( s - S) + F( s , x s) ] | ds

< M y +
a + ( c - 1) b

1- q
M y #Q

T
1

0
V ( T 1- s) ds

由引理 1,上式变为

  | x ( T 1) | < M y +
a + ( c - 1) b

1- q
M y # 1

a
#
A
2
0+ B

2
0

A
2
0

= 1+ q
1 - q

�M y =
1

1 - q
My

这与 T 1 的定义矛盾# 故( 218)成立# 因此

  M = lim
t y ]

| x ( t ) | < ]

因为   Q
]

0
| V ( t ) | dt < ] ,   y ( t ) y 0( t y ] )

则由( 217)得

  M [ [ a + ( c - 1) b] MQ
]

0
| V ( t ) | dt

[ M [ a + ( c - 1) b ]
A20 + B20
aA

2
0

= qM

由于 q < 1# 从而 M = 0# 故 x ( t ) y 0( t y ] ) # 

定理 1证毕# 

k 31 评   注

评注 1  若 F S 0, a( t ) S a,则方程(111) 变为
  Ûx ( t ) = - ax ( t - S) ,   t \ 0 (311)

文[ 3, 4]中已证方程( 311)渐近稳定的充要条件为

  0 [ aS <
P
2 (312)

因此定理 1中条件( 112) ,在一定程度上讲,是不可改进的# 

评注 2  若 S S 0, 则方程( 111)变为
  Ûx ( t ) = - a( t ) x ( t ) + F ( t , x t ) ,   t \ 0 (313)

关于方程( 313)及其相关方程的渐近性研究, 文献十分丰富,例如,文[ 9, 11]都研究了下列方程

  Ûx ( t ) = - a( t ) x ( t ) + b ( t ) x ( t - S) ,   t \ 0 (314)
他们得到:

定理 A[ 11]  若 a ( t ) \ 0, a ( t ) ¢ 0, b( t ) 有界, 而且
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  inf
t \0
[ 2a ( t ) - ( | b( t ) | + | b( t + S) | ) ] = A > 0

  supQ
t+ S

t
| b ( s) | ds < + ]

则方程( 314)的零解是全局吸引的# 

定理 B[ 9]  若 a( t ) \ 0,Q
t+ S

t
| b( s ) | ds 有界且

  a( t ) - A| b ( t + S) | \ 0,   A> 1(常数)

  lim
Sy ]Q

t+ S

t
[ a( s) - B | b( s + S) | + ( B- 1) | b ( s) | ] ds = + ]

其中 1 [ B [ A,则方程( 314) 的零解是全局吸引的# 

又如,文[ 6]、[ 8]研究了较方程( 314)更一般的形式

  Ûx ( t ) = - a( t ) x ( t ) + Q
t

0
c( t - s) x ( s) ds ,   t \ 0 (315)

文[ 8]中得到:

定理 C[ 8]  若Q
]

0
| c( s ) | ds < lim

t y ]
inf a( t )

则方程( 315)的零解一致稳定;若 a( t ) > 0, c( t ) > 0且

  Q
]

0
c( s ) ds > lim

t y ]
sup a( t )

则方程( 315)的零解不一致稳定# 

显然,方程( 313)包含了方程( 314)和( 315) ,由定理 1立刻可得

推论 1  若

  inf
t \0

a( t ) = b > 0 (316)

  | F( t , 5 ) | [ ca( t ) + 5 + ,   0 [ c < 1 (317)
则方程( 313)的零解全局吸引# 

通过比较知道, 定理 A、B、C是推论 1的特殊形式, 特别地,由定理 C知,条件( 317)是不可
改进的# 

评注 3  考虑方程( 111)中 a( t ) 为自治时情形, 文[ 7] 研究了下列方程

  Ûx ( t ) = - ax ( t - S) + f ( t , x ( t - D( t ) ) ) ,   t \ 0 (318)
此时定理 1和文[ 7]中定理 311完全相同,从而本文推广了文[ 7]中结论# 

评注 4  最近文[ 10]研究了方程( 111)当 a( t ) 为 S_周期函数且要求Q
t+ S

t
a( s ) ds <

1
e
之

特殊情形# 从而本文改进和推广了文[ 10] # 

评注 5  本文所采用的方法可推广到较方程( 111)更一般形式的扰动方程
  Ûx ( t ) = G ( t , x ( t - S) ) + F ( t , x t ) ,   t \ 0 (319)
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On the Perturbational Global Attractivity of

Nonautomous Delay Differential Equations

Luo Jiaowan   Liu Zaiming
( Resear ch In st itu te of Scien ces , Changsha Ra ilw ay Uni ver sit y ,

Chan gsha , Hun an 410075, P . R . Chin a )

Abstract

Consider the perturbed nonautonomous linear delay differential equation

      Ûx ( t) = - a( t) x ( t - S) + F( t, x t) ,   t \ 0 (* )

Where x t( s) = x ( t + s) for - D [ s [ 0 . Suppose that a( t ) I C( [ 0, ] ) , ( 0, ] ) ) , S \ 0, F : [ 0,

] ) @ C [- D, 0] y R is a continous functions andF ( t , 0) S 0 . Here C[ - D, 0] is the space of con-

tinuous functions 5 : [ - D, 0] y R with + 5 + < H for the norm + 5 + = sup
- D[ s [ 0

| 5 ( s) | ,  

where | #| is any norm in R and0 < H [ + ] .

Most of the known papers [ 1~ 5, 7] have been concerned with the local or global asymptotic be-

havior of the zero solution of Eq. ( * ) when a( t) is independent of t i. e. , a( t) is autonomous. The

aim in this paper is toderive the sufficient conditions for the global attractivity of the zerosolution of

of Eq. (* ) When a( t ) is nonautomous. Our results, which extend and improve the known results,

are even / sharp0. At the same time, the method used in this paper can be applicable to the perturbed

nonlinear equation.

Key words  perturbational global attractivity, delay differential equation, asymptotic stability, fun-

damental solutions, constant variable formula
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