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摘   要

基于不可逆热力学理论和内变量理论,提出平均意义下的 Clausius_Duhem 不等式方程# 与以

往弹塑性空洞损伤研究不同,本文旨在利用自洽分析法建立起既考虑空洞形状影响又考虑空洞之

间相互作用的场方程,并使之能够处理空洞体积比较大的弹塑性损伤问题# 
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k 11 引   言

在文献[ 1]中,我们建立了构元含椭球空洞(夹杂)的弹塑性宏观本构方程# 本文作为文献

[ 1]的续篇,将对当时未涉及到的空洞成长和演化规律进行研究# 

将热力学不可逆定理和内变量理论用于材料损伤(特别是脆性材料损伤)的分析研究已经

取得一定的成就# Lemait re[ 2]、Chaboche[ 3, 4]、Simo 和 Ju [ 5, 6]用该理论对弹塑性损伤问题进行

过讨论, Ju[ 7]、Rousselier[ 8]建立了有限变形条件下含空洞塑性材料的本构关系# 他们研究的

不足之处是: ( 1) 没有考虑空洞形状对本构关系的影响; ( 2) 损伤作为一个物理量, 几何意义

不够明确; ( 3) 研究范围仅适应于空洞体积比较小的情况# 

本文利用自洽方法和热力学不可逆定理成功地考虑以下损伤力学问题:

( a) 构元体积平均意义下的能量守恒方程和热力学第二定理, 它是用自洽分析法对构元

进行弹塑性损伤研究基础性的工作;

( b) 根据构元平均 Clausius_Duhem不等式对损伤材料的力学行为进行描述;

( c) 自洽方法与连续介质损伤力学的结合, 这将使得我们的工作具有更广泛的适应性,即

使空洞在构元中占有较大的体积;

( d) 在场方程中考虑了空洞形状的影响# 

k 21 体积平均意义下的热力学定理

考虑任一由基体和空洞组成的构元# 该构元基体体积为 V m、空洞体积为 V I、总体积为

 应用数学和力学,第 19 卷 第 12 期( 1998 年 12 月)

  Applied Mathemat ics and M echanics
          应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X

¹

º 德国斯图加特大学, D_70550

南昌大学(南区)工程力学研究所, 南昌 330029

国家自然科学基金( 19762002)和江西省自然科学基金资助项目



V( V = Vm + V I )# 根据能量守恒原理,构元的动能 K 和内能 0的特质时间导数等于单位时

间内该构元外力机械功 # 和热输入 ( 之和

    ÛK + Û0 = # + ( (211)
上式为热力学第一定理# 

构元单位时间的热获取量由通过构元基体表面 S m进入基体Vm的热量q和内热源 r 组成

    ( = - RS
m

q#ndS + QV
m

Qr d V = - QV
m

divqd V +QV
m

Qrd V (212)

这里散度定理被采用,其中的 Q是基体局部质量密度, n 是基体的处法线单位向量, q 是热通

量向量, q#n 是沿单位向量n 的指向流过垂直于n 的表面的每单位面积每单位时间的热量, r

是单位时间内热源生成密度, 而空洞的质量显然为 Q= 0# 

根据基体质量守恒, 动能变化率和内能变化率如下

    ÛK =
d
dtQV

m

Q
2
v#vd V =

1
2QV

m

Q
d
dt
( v#v) d V (213)

    Û0 =
d
dtQV

m

Qud V (214)

其中的 v 为速度矢量、u 为单位质量的内能# 外力功 # 由作用在构元基体表面力 t (每单元面

积)和基体体力 b(每单位质量)产生,即

    # = RS
m

t#vdS + QV
m

Qb#vd V (215)

利用 Cauchy 定理,得

    # = RS
m

v#T#ndS + QV
m

Qb#vd V = QV
m

(divT + Qb)#vd V + QV
m

T : Dd V

= QV
m

Qd
dt

1
2
v#v 02d V + QV

m

T : Dd V (216)

其中 T 表示构元局部应力场、D 表示构元局部应变场# 这里散度定理和基体局部运动(平衡)

方程已经采用# ( 212)、( 213)、( 214)和( 216)代入( 211)导致

    d
dtQV

m

Qud V -QV
m

T : Dd V = - QV
m

divqd V + QV
m

Qrd V (217)

上式为构元能量平衡方程# 

由热力学第二定理, 有

    d
dtQV

m

QGd V \QV
m

rQ
H
d V - RS

m

q#n
H
dS (218)

构元熵增率不小于熵输入率, 这里 G是构元基体局部熵密度, H是构元局部绝对温度# 

对于纯力学问题,仅需考虑等温情形,认为 H= const# 因此,从( 217)和( 218)式,推得

    H
d
dtQV

m

QGd V \ d
dtQV

m

Qud V - QV
m

T: Dd V (219)

设局部自由能密度 W为

    W= u - HG ( 2110)
这时可将( 219)式改写成

    QV
m

T: Dd V -
d
dtQV

m

QWd V \ 0 ( 2111)
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上式为构元 Clausius_Duhem 不等式# 

如果用 �Tm 和�Dm分别表示构元基体平均应力场和基体平均应变率场,应该存在近似关系

    QV
m

T: Dd V U Vm�Tm : �Dm

由于

    d
dt QV

m

QWd VS

� � (m

表示构元总的自由能变化率(考虑到空洞中的 Q= 0) ,如果用

    �Em = QV
m

Ed V Vm
� � �

和�E = QV
Ed V V n� � 体 的处

分别表示构元单位基体体积的平均自由能和构元单位体积的平均自由能, 则构元单位体积的

平均自由能变化率 E
H
为

    E
H
=

d
dt

1
VQV

Ed d V� � �d =
d
dt

Vm

V
1
VmQV

m

Ed Vd

� � (d

=
d
dt
[ (1 - <)�Em ] ( 2112)

其中的 E为单位体积局部自由能、< = V I / V 为损伤因子(空洞体积比) ,而整个构元自由能变

化率

    d
dt QV

m

QWd V

� �  应等于 Vd [ ( 1- <)�Em ] / dt# 这样,方程( 2111) 能写成
    (1 - <) �Tm : �Dm - d [ (1 - <)�Em ] / dt \ 0 ( 2113)

上式为构元体积平均意义下的 Clausius_Duhem 不等式# 

对于等向硬化 von Mises弹塑性损伤材料,我们容易推导出

    �Em = �Em( �E
e
m , p ) = �E

e
m (�E

e
m) + �E

p
m( p ) ( 2114)

    �Eem ( �Ee
m ) =

1
2
�Ee
m : C0: �E

e
m , �E

p
m ( p ) = R 0 p +

1
2
Hcp 2

( 2115)

其中的 Hc= ETE 0/ ( E 0- ET ) 是基体等效应力 / 塑性应变曲线斜率, C0 是构元弹性刚度张

量, E 0是基体弹性模量, ET是基体等效应力 / 应变曲线斜率, R 0是基体初始屈服半径(应力) ,

p 是基体累积塑性应变, p
#
= (2�Dp

m : �D
p
m / 3)

1/ 2
, �Dp

m 是基体平均塑性应变率场, �E e
m 是构元基体

平均弹性应变场, �E
e
m 是每单位基体体积存贮的平均弹性变形能, �E

p
m 是每单位基体体积平均耗

散能, �Epm 由两部分组成: (1) 单位基体体积硬化过程的平均耗散能 Hcp 2
/ 2, (2) 单位基体体积

平均热耗散能 R 0 p # 

考虑关系 �T = (1 - <) �Tm 和�Dm = �De
m + �D

p
m (这里 �D

e
m 是构元基体平均弹性应变率场) ,

代(2114) 和(2115) 进入(2113) 有
    �T = (1 - <)5�Eem /5�Ee

m = ( 1- <) C0: �E
e
m ( 2116)

和构元平均耗散不等式

    - Y<
#

+ �T : �Dp
m - (1 - <) (5�Epm /5 p ) p

# \ 0 ( 2117)
其中的 �T 为构元体积平均应力场, 而

    - Y = �Eem + �E
p
m ( 2118)

显然是相应于损伤因子的能量释放率(或空洞扩展驱动力) ,其结果与文献[ 7]的 31111结论相
一致# 这也表明 Lemaitre

[ 2]
和 Chaboche

[ 3, 4]
在耦合弹塑性损伤研究中仅考虑弹性变形能对空
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洞扩展的贡献是不够完善的# 

如果认为硬化与损伤不发生耦合, 满足( 2117)式则需满足

    �T: �Dp
m - (1 - <) (5�Epm / 5 p ) p# \ 0, - Y<

#
\ 0 ( 2119)

当- Y > 0时,存在 <
#

> 0 # 

k 31 耦合弹性损伤本构方程

对于脆性损伤问题, 因为 p = p
#
= 0, - Y 作为空洞(裂纹) 扩展驱动力,可表示成

  - Y = �E
e
m =

1
2 �E

e
m : C0: �E

e
m =

1
2E 0

(1 + L0) �T
c
m : �T

c
m +

1- 2L0

3
( t r�Tm)

2�

! !1 �

(311)

其中的 �Tc
m = �Tm - ( t r�Tm) / 3为构元基体平均应力偏量场, L0为基体泊松系数# 

破坏准则- Y = Y
c为弹性变形能判别准则# Y

c作为空洞扩展门槛值,能通过( 311) 式和
简单拉伸试验确定如下

    Y
c
= R2

R / 2E 0(1 - <c ) 2
, <c = 1 - RR / (2E 0 Y

c
)
1/ 2

(312)
其中 RR 是一维破坏应力, <

c
是<的临界值# 

文献[ 1]的( 53)式为 �T = C
*
: �E ,它对时间的导数给出

    T
H
= C

*
: �D + ÛC*

: �E = C
*
: �D+ <

#
C0: 2: �E (313)

其中

  C
*
= C0: I + <[- I + (1- <) S] -e 1

� � (m

(314)
  2 = [- I + (1 - <) S ]- 1

+ <[- I + (1 - <) S ]- 1
: S: [- I + (1- <) S] - 1

(315)
而 S 是 Eshelby 张量, I 是四阶单位张量, �D 是构元平均应变率场, �E 是构元平均应变场# 

下面分两种情形来研究损伤因子的演化规律:

( 1) 假如在裂纹扩展期间 ÛVm = 0;即:一旦条件- Y = Y
c和<

#

> 0满足,忽略基体材料体

积变化# 这时,我们有

    <
#

=
d
dt

V - Vm

V
/ 应= (1 - <)
ÛV
V

= (1 - <) I 2: �D (316)

其中 I2 表示二阶单位张量,代( 316)进入( 313) ,得耦合弹性损伤本构方程如下

    
T
H
= C

*
: �D,              当- Y < Y

c 或 <
#

[ 0

T
H
= [ C

*
+ (1 - <) C0: 2 : �E ª I2] : �D , 当- Y = Y

c
且<

#

> 0平均
(317)

( 2) 一般来讲,基体材料为可压缩材料,损伤因子演化来源于已有空洞的萌生、成长和聚

合,在许多情况下,方程( 316)与实际变形不一致, 因此,我们定义

    Rt = �E
e
m / Y

c
0= - Y/ Y

c
0, l t = Y

c
/ Y

c
0 (318)

其中的下标 t表示该量当前值, Y
c
0表示初始空洞扩展驱动力门槛值, Y

c表示 t时刻空洞扩展驱

动力门槛值, - Y 由(311) 式给出# 材料状态由损伤准则 + (Rt , ltc) [ 0刻划,即

    + (Rt , l tc) = Rt - l tc [ 0 (319)
而 ltc由下式确定

    l tc = max 1, [max( lS) , S I (- ] , t ) ]� ��( 3110)
根据文献[ 2] ,损伤因子的演化率可由耗散势 5

*
d 描述# 如果我们取 5

*
d 为 Y 的指数函数

    5 *
d =

$
B+ 1

- Y
$

� �#
B+ 1

(1 - <)- 1
( 3111)

实际损伤演化规律(至少是它的主特征)可由上式描述,其中的 $和 B是二个能用简单拉伸试
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验确定的材料常数# 对于不依赖于时间的弹性损伤问题, 5*
d 为凸函数 # 遵循正交性法则,

我们有

    <
#

= - ÛK
5 5*

d

5 Y =
ÛK

1 - <
- Y
$

� �- �

B

( 3112)

仿照文献[ 7]的( 16)式,我们取

    ÛK= #l t ( 3113)
相应的 Kuhu_Tucker关系是

    ÛK\ 0, +(Rt , ltc) [ 0, ÛK+(Rt , l tc) = 0 ( 3114)
同弹塑性材料的屈服条件一样,方程( 3114)涉及单向作用限制:如果 + (Rt , ltc) [ 0,临界点没

有达到 <
#

= ÛK= 0,空洞无进一步扩展;在另一方面, 如果 ÛK> 0, 空洞扩展,条件 +(Rt , lt ) =

0(或者- Y = Y
c
) 满足# 因此, ÛK能由损伤一致性条件给出[ 7]

    Û+ (Rt , l t ) = + (Rt , lt ) = 0 ( 3115)
通过( 311)、( 318)和( 3115) ,求得

    ÛK= R
#

t =
1

Y
c
0
�Tm : �D

e
m ( 3116)

代( 3116)进入( 3112)得损伤演化方程如下

    <
#
= Z�Tm : �D

e
m , Z =

1

Y
c
0 (1- <)

- Y
$

T� � C
B

( 3117)

利用文献[ 1]中的( 18)、( 19)和( 25) ,考虑纯弹性问题有 �Em = �E e
m ,推得

    �E = ( I - S)
- 1
: ( I - S + <S ) : �E

e
m ( 3118)

上式的时间导数给出

    �D = ( I - S)
- 1
: ( I - S+ <S) : �De

m + <
#
( I + S )

- 1
: S:�E e

m ( 3119)
结合( 3117)和( 3119)式, 得构元平均应变率场和构元基体平均弹性应变率场之间的关系

    �D = M: �De
m ( 3120)

其中

    M = ( I - S)
- 1
: ( I - S + <S) + Z ( I - S)

- 1
: S: �Ee

m ª �Tm ( 3121)

代( 3120)进入( 3117)有 <
#
= Z�Tm : M

- 1
: �D # 再利用( 313) , 最终获得构元宏观弹性损伤本构方

程

    
T
H
= C

*
: �D,              当Rt < ltc或 #l t [ 0

T
H
= [ C

*
+ ZC0: 2

)
: �E ª �Tm : M

- 1
] : �D, 当Rt < lt 或 #l t > 0�E

( 3122)

k 41 耦合弹塑性损伤本构方程

根据( 2119) ,考虑 von M ises塑性势建立过程,可把耗散势 5
*
取为塑性势 f ( �Tm , R ) 和损

伤耗散势 5*
d ( Y , <) 两部分之和,即

    5 *
= f ( �Tm , R ) + 5*

d ( Y , <) (411)
其中

    f ( �Tm , R ) = Req - R , Req =
3
2
�Tc
m : �T

c
mY

1/ 2

, R =
5�Epm
5 p = R 0+ Hcp (412)

这里 Req 是基体等效应力, R 是基体当前屈服应力(半径) , 5 *
d ( Y , <) 可取(3111) 一样的形式,

但其中的- Y 值由(2118) 和(2115) 确定# 
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遵循正交法则, 有

    �Dp
m = ÛK5 5*

/ 5�Tm = ÛK5f /5�Tm (413)
    p

#
= - ÛK5 5*

/5R = ÛK (414)

    <
#

= - ÛK5 5
*

5 Y =
ÛK

1 - <
- Y
$

  Û
B

(415)

由于基体材料服从 von Mises屈服准则, 基体材料的屈服准则和一致性条件为

    f ( �Tm , R ) = 0, Ûf (�Tm , R ) = 0 (416)
从一致性条件和( 414) ,推得

    ÛK= p
#
=

1
H c

5f
5�Tm

: T
H
m (417)

代( 417)进入( 413)和( 415) ,获得构元基体平均塑性应变率场

    �Dp
m =

1
Hc

5f
5�Tm

ª 5f
5�Tm(3 : T

H

m (418)

和损伤演化方程

    <
#

= �X
5f
5�Tm

: T
H

m (419)

其中

    �X =
1

Hc(1 - <)
- Y
$

Z� � �
B

( 4110)

利用关系 �T = (1 - <) �Tm ,推得

    T
H
= - <

#
�Tm + (1 - <) T

H
m ( 4111)

由文献[ 1]的( 34)、( 35)和( 25) ,我们求得

    �E = ( I + <K) : �E
e
+ �E

p
m ( 4112)

其中

    K =
1

1 - <( I - S)
- 1

( 4113)

方程( 4112)的时间导数给出

    �D = ( I + <K ) : �De
+ �Dp

m +
<
#

1 - <
K: �Ee

( 4114)

通过文献[ 1]的( 38)和( 50) ,我们获得

    T
H
= C0: �D

e
( 4115)

结合方程( 419)和( 4111) ,找出构元平均应力率场和构元基体平均应力率场的关系

    T
H
= 8: T

H
m , 8 = - �X�Tm ª (5f / 5�Tm) + ( 1- <) I ( 4116)

代( 418)、( 419)和( 4115)进入( 4114) ,利用( 4116)关系式,最终得到耦合弹塑性损伤本构方程

  �D = M
*
T : T

H
( 4117)

这里 M
*
T 是构元有效切线柔度张量,它能表示成

  M
*
T = ( I + <K ) : C

- 1
0 +

1
H c

(5f / 5�Tm ) ª (5f /5�Tm)k 4 : 8- 1
1 + 82 ( 4118)

其中

  
81 = 8 , 82 =

�X
1 - <

K :�Ee ª (5f / 5�Tm ) : 8
- 1
,   当- Y = Y

c 且 <
#
> 0

81 = (1 - <) I , 82 = 0, 当- Y < Y
c 或 <

#
[ 0

( 4119)
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如果基体材料在空洞成长期间满足不可压缩条件,即 <
#

(1 - <) ÛV / V = ( 1- <) I 2: �D,利

用(4111) 得到

  T
H
m =

T
H

1- <+ �Tm ª I2: �D ( 4120)

再通过( 4114)、( 4115)、( 418) , ( 316)和( 4120)获得不可压缩基体材料的有效切线柔度张量
M

*
T

  M
*
T = 8- 1

3 : ( I + <K) : C- 1
0 +

1
Hc(1 - <)

5f
5�Tm

ª 5f
5�Tm

� � �
( 4121)

其中

83 =
I -

1
Hc

5f
5�Tm

ª 5f
�Tm

� � (: �Tm ª I2 - K: �E
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k 51 简 例 和结 论

首先看损伤因子大小对构元宏观弹性本构的影响的一个例子# 对于弹性问题, 设构元处

于静水压状态

    T 11 = T 22 = T 33, T 12 = T 23 = T 31 = 0 (511)

构元含球形空洞,基体弹性模量为 E 0 = 1010
, 基体泊松比为 L0 = 1/ 3# 图 1给出了由方程

(317) 的计算结果:随着损伤因子的增加, 构元宏观刚度减少# 一旦达到某一变形量, 不稳定

现象发生 ÛT 11D 11 < 0# 空洞的成长导致构元的软化# 

图 1  弹性损伤静水压问题应力应变曲线     图 2  弹性损伤静水压问题应力应变曲线

再看由公式( 317)计算得出的泊松系数对损伤材料宏观性质的影响(图 2) # 这里我们假

设构元应力状态由( 511)给出,损伤因子取 < = 016,基体弹性模量为 E 0 = 1010# 正如所预料

的,对于静水压问题,基体的泊松系数越大,构元的刚度越高# 

本文利用自洽方法和热力学理论研究了弹塑性损伤耦合问题, 所得结果不仅能处理大空

洞体积比问题, 而且具有比较明显的几何意义# 
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A Self_Consistent Analysis for Coupled Elastoplastic

Damage Problems

Huang Mojia  FuMingfu
( In st itut e of En gineer ing Mechan ics , Nan chang Un iver sity , Nan chan g 330029, P . R . China )

H. Bufler

( In st itu te for Mechanics ( Civil Engineer ing ) , Stu ttga r t Un iver sity ,

F eder al Republic of Germ an y , D_70550)

Abstract

Based on irreversible thermodynamics and internal state variable theory, the volume_averaged

Clausius_Duhem inequalit y is presented. In contrast to former investigations on damage_elastoplastic-

ity, our evalustions are founded on the volume_averaged field equations of the analyzed elements and

the self_consistent method. Hence, our results not only include the influence of void shapes but also

consider the interaction among voids. Further, previous work about coupled elastoplastic damage

problems only takes into account small initial void volume fractions. Our work, however, will be

able to deal with elastoplastic damage problems with larger initial void volume fractions.

Key words  elastoplastic damage, self_consistent method, law of thermodynamics, inclusions
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