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摘   要

本文利用样条小波基构造近似惯性流形来研究扰动周期 KdV 方程的长期动力学行为# 

关键词  小波基  近似惯性流形  扰动周期 KdV 方程

中图分类号  O175

k 11引言及符号

自然界的现象都是在一定时间和空间出现# 时空复杂性体现在用偏微分方程来描述时间

与空间的联系及系统长期行为# 传统的方法将状态函数作 Fourier 级数展开,偏微分方程转化

为 Fourier系数随时间演化的常微分方程# 但是我们很难抓住时空行为模式转变时起主要作

用的 Fourier 系数# 其次我们很容易观察到大涡套小涡, 小涡中套更小涡等的串级结构# 因此

我们希望通过利用小波去构造近似惯性流形来获得小涡与高频, 大涡与低频之间关系的定理

及数值计算新途来研究湍流及孤立波的问题# 

Foias, Sell, Teman 等引入新的数学工具:惯性流形及近似惯性流形(见[ 1, 2] ) , 它们建立

在Fourier分析上# 尽管近似惯性流形是一种简单有效的方法,但要在时间与空间都有良好的

局部性质就必须突破 Fourier分析的限制# 利用样条小波研究近似惯性流形起源于[ 3]对一类

自共轭非线性发展方程的讨论# 本文我们研究扰动周期 KdV方程,利用样条小波基去构造近

似惯性流形# 该问题及结果不同于[ 3]# 在近似惯性流形研究基础上我们将研究其上的数值

分析# 

扰动周期 KdV 方程出现在流体力学的众多领域,如[ 4, 5]# 它是一类数学物理中很重要

的方程# 该类方程已在[ 4, 5]作数值研究# 在[ 4] , Ercolani, M alaughlin, Roitner利用非线性谱

分析研究吸引子和瞬态# 在[ 5] , Sun, Chen研究行波解行为# 由于该类方程的重要性,它的

动力系统长期动力学行为的研究非常有意义# 在[ 6]我们得到 Fourier 分析下弱阻尼 KdV 方

程存在近似惯性流形# 
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有关符号见[ 3, 7] ,记 Z, R , C 分别表示整数、实数、复数# P= R / Z 为一维环# CN ( P)表

示 P中N 次连续可微函数全体, CN ( P) < H s
( P) , H s

( P)是通常的周期 Sobolev 空间# 我们仍

用 H
s
( P) 表示 H

s
( P) 中的函数 u 且满足Q

P

u( x ) dx = 0

H
s
( P) 中的内积定义为( u, v ) s = E

k I z

| k |
2s
û( k ) v̂ ( k ) ,则 H

s
( P) 是Hilbert 空间,其中

û ( k ) = QP
u( x ) exp[- 2kPx i ] dx 记 | u | s为相应的范数, | u | s = ( u, u) s

1/ 2# 当 s = 0时,

H
0
( P) = L

2
( P)# 

考虑有限维空间 V j = { v I CN ( P) : v 为[ k / 2 j , ( k+ 1) / 2
j
)上阶数 [ N + 1的几乎多项式

函数,节点在 k/ 2j , 0 [ k< 2j }# 则

    V 0 < V 1 < , < V i < V i+ 1 < , < L
2
( P)

记 W j = Vj+ 1 H ( V j ) L
, 则 L

2
( P) = ©

]

i = 0
W j# 该和是正交直和# 下面引入 W j 中的周期小波

基# 由[ 3, 7] , 我们有,对每个整数 N ,存在函数 WN 满足:

( 1) WN I CN ( R ) ,其中 WN 是阶数 [ N + 1的几乎多项式函数,其节点在整数上# 

( 2)存在 EN> 0,对 m [ N + 1, 成立
5m

5x m
WN ( x ) [ Cexp - EN | xh |�

( 3)若 m [ N + 1则QR
x
mWN ( x ) dx = 0

( 4)族{2j / 2 WN (2
j
x - k ) } j I z是L

2
( R )中的正交基# 

本文将 WN 下标省去,简记为 W,由[ 3] ,则有周期小波为

    Wj , k( x ) = 2
j / 2 E

m I Z
W(2

j
x + 2

j
m - k)

且族{ Wj , k} 1[ k [ 2
j是 W j 的正交基;族{ Wj , k } 1[ k [ 2 j , 0 [ j < ] 是 L

2
( P)的正交基# 

k 21扰动周期 KdV 方程的小波基方法

本文研究如下一类扰动周期 KdV方程

    u t + Euxxxx + uxxx - Guxx + Cu + uux = f   ( G, C> 0) (211)
    u( x , t ) = u ( x + 1, t ) (212)
    u( x , 0) = uo( x ) I H

3
( 8 ) (213)

    f I H
3
( 8) (与 t 无关) (214)

其中, H = L
2
( 8) , 8 = [ 0, 1] , V= D( B

1/ 2
)= H 2

( 8 ) , V 中范数为 +# + , H 是可析 Hilbert空

间且范数为| #| # 记 Bu= uxxxx , A 0u= uxxx - Guxx + Cu + uux , A Eu = Euxxxx + A 0u, R ( u) = f

- uux# 则( 211)为
    uE+ AEu = R ( u) (215)
定义  一个光滑的有限维流形 M 称为方程(211)的 G级近似惯性流形,若对该方程的任

何轨道 u( t ) ,存在 t 0> 0,依赖于| u0| , 当 t \ t 0时成立

    dist ( u( t ) , M ) [ G

由定义该方程的整体吸引子被嵌入到 M 的 G邻域中# 由于 A 0 非自共轭,从而( 311)的
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研究有别于[ 3] # 这时 R ( u ) : D( A E) yD( A 3/ 4
E )= H 31E> 0 时, A E扇形算子且有紧的预解集

(见[ 6] ) , 并且

    ( AEu, u) \min{ n, C, E} +u +2 \min{ G, C, E} | u | 2

当 j 固定, Vj 是方程(211)~ (214)的 Galerkin逼近的周期几乎多项式函数# 由第 1节可

得当 N > 3时, Vj < V 成立# 定义 P j 是H 到 V j 中的投影# Qj = I- P j# 定义 P 1, j是 V 到 Vj

中的投影且 Q1, j = I - P1, j # 方便起见, 下面的研究中省去 Pj , Q j , P1 j , Q1 j中的下标 j , 对

(211)~ ( 214)的解 u ( t )定义 y ( t ) , y 1( t )为

    y ( t ) = Pu( t ) ,  y 1( t ) = P 1u( t ) ,  z ( t ) = Qu( t ) ,  z 1( t ) = Q 1u( t )

定理  N > 3时,若初值 u0 满足| u 0| [ R , 则当 t 充分大时成立

    | z ( t ) | , | z 1( t ) | , zc( t ) | zc1( t ) | [
C 4

16j
,  zc= dz

dt
,  zc1 =

dz 1
dt
;

    +z ( t ) + , +z 1( t ) + [ C5/ 4
j   ( C 4, C 5为常数)

这时方程( 211) ~ ( 214)具有 N 阶的样条小波的光滑流形V j 是H 中级为 1/ 16
j
或是 V 中

级为 1/ 4j 的近似惯性流形# 

证明  因为 H = L
2
( 8) , 则 QH = V

L
j = ©

m \j
Wm ,对任意 z I Q V , V = D( B 1/ 2

) < H 2
( 8) ,

则

    z = E
]

m = j
E
2
j

k = 1

Cm, kWm, k ,  z
2
= E

m, k

Cm, k
2

由[ 3]推论 5得到 E
m, k

4
m Cm, k

2 [ C6 +z +2# 因为

    E
]

m= j
E
2
j

k = 1
4
2m Cm, k

2
= 4

2j E
]

m= j

4
2( m- j ) Cm, k

2

则     | z |
2 [ E

]

m= j

4
2( m- j ) Cm, k

2 [
C6

4
2 j +z +2

,  | z |
2 [ C6 +z +2

/ 4
2 j

(216)

同理可证得存在 C 7,对任意 z 1 I Q1 V , 有

    | z 1 |
2 [ C7 z 1

2
/ 4

2j
( 217)

因为 z 1
2
= ( B

1/ 2
z 1, B

1/ 2
z 1) = ( B

1/ 2
u , B

1/ 2
z 1) = ( Bu, z 1) ,方程( 211) 与 z 1作内积

则

    E z 1 = 2( R ( u) , z 1) - (
du
dt
, z 1) - ( A 0u , z 1)

[ | R ( u) | z 1 | -
du
dt
| z 1 - ( A 0 z 1, z 1) ( 218)

由[ 6] ,方程( 211) ~ ( 214)有着整体吸引子则 | R ( u ) | [ C8 + u + [ M 0,来证明
du
dt

[ C9

设 0 < h < t 0记 X( t ) = u( t + h) ,则

    1
2
d
dt

u ( t ) - w ( t )
h

2

+ C0
u( t ) - w ( t )

h

2

     [ 1
2
d
dt

u( t ) - w ( t )
h

2

+ AE
u ( t ) - w ( t )

h
,
u( t ) - w ( t )

h
St

     [ 1

h
2 ( Ru ( t ) - Rw ( t ) , u( t ) - w ( t ) )

     [ 1
k
R u( t ) - Rw ( t )

2
+ k

u( t ) - w ( t )
h

2

  ( k > 0)
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令 k = C0/ 2# 又 | Ru ( t ) - Rw ( t ) | = uux - ww x [ M 1(见 [ 6] ) , 则记 y 为

u ( t ) - w ( t )
h

,成立
1
2
d
dt
y + C0y / 2 [ M 1或

d
dt
y + C0 y [ 2M 1,由 Grow ell不等式得到

    y [ y (0) e- C0 t +
M 1

C0
1 - e

- C
0
t j[ C9

令 h y 0,则
du
dt

[ C9, 又由[ 6] 得

    - ( A 0u, z 1) = - ( A 0 z 1, z 1) [ - min{ G, C} | z 1 |
2

因此由式( 218)得到
    z 1

2 [ C10 | z 1 | [ C 5/ 4
j

由式( 217) ,则 | z 1 | [ C 4/ 16
j# 设 z = Qz 1,则 | z | [ z 1 [ C4/ 16

j
, 所以

    | z | [ C4/ 16
j

设 v = E
]

m= 0
E
2
m

k= 0
Cm, kWm, k , 则 Qv = E

]

m= j
E
2
m

k= 0
Cm, kWm, k# 由[ 3] 推论 5

    +Qv + [ C E
]

m= j
E
2
m

k= 0 /

42m | Cm, k |
2 1/ 2

[ C E
]

m= 0
E
2
m

k= 0 �

42m | Cm, k |
2

� � 21/ 2

[ C10 +v +

记 z = Qz 1,则 +z + [ C +z 1 + [ C4/ 4
j
, 接下来估计 | zc | , | z c

1|

设H c, V c, V
j
c, D(B

1/ 2
) c 是 H , V , Vj , D(B

1/ 2
) 的复数化空间# 易得 Wm, km 0[ m [ j , 1[ k [ 2

m

仍是 V
j
c 上的正交基且 Wm, k = 20[ m [ ] , 1[ k [ 2

m 是L 2
( 8 ) c 中的正交基# 且前述的 y 1, z 1可以被

扩张到与 u扩张相同定义域的对时间的解析函数,分别设 Y 1# Z1, U是y 1, z 1, u的扩张,对 Q

I # = Q I C: ReQ> 0# | Im Q| [ T 0,若 ReQ\ T 0; | Im Q| [ ReQ,若 ReQ [ T 0

" "意 任

, 方

程(211) 复数化后为

    5 U
5Q+ EBU + A 0 U = R ( U) (219)

上式与 Z1 作内积, 则得到

  E+z 1 +2
= ( R ( U) , Z1) -

5 U
5Q, Z1 1� � 2- ( A 0 U, Z1)

[ | R ( U) | | Z1 | +
5 U
5Q | Z1 | - ( A 0Z1, Z1) ( 2110)

因为 | R ( U) | [ C + U + [ M ,与上述证
dz
dt

[ C9 类似证明得到

  5 U
5Q [ C11,且( A 0 U, U) = ( A 0Z1, Z1) \min G, C

� � 8

+Z 1 +2

则由( 2110)得到
  +Z1 +2 [ C 12 | Z1 | [ C 4 +Z1 +/ 4 j

则    +Z1 + [ C 5/ 4
j

设 Z = QZ 1,得 | Z | [ | Z1 | [ C 4/ 16
j# 同理得   +Z + , +Z1 + [ C 5/ 4

j

当 Q I #时,由 Cauchy 积分公式得到对 # 中的中心在Q半径为T 0/ 2的球 B 积分得到

  dz
dt

[ C13sup | Z( p ) | [ C 14 | Z | [ C 4/ 16
j
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  dz
dt

[ C4/ 16
j
,同理得到

dz 1
dt

[ C 4/ 16
j

注  利用小波基研究扰动周期 KdV方程的小波Gaerkin 解及误差分析我们将另文给出(见[ 8] )# 在本文

基础上,我们可以建立约化的有限维小波基空间上的常微分方程形式,可以利用该常微分方程作数值计算# 
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Wavelet Basis Analysis in Perturbed

Periodic KdV Equation

Lu Dianchen   Tian Lixin

( Depa r tm ent of Mat hem a tics an d Physics , J ian gsu Univ er sity of Science an d

Technology , Zhen jian g , Jian gsu 212013, P . R . China )

Liu Zengrong

( Depa r tm ent of Mat hem a tics , Shan ghai Un iver sity , Jiading , Shangha i 201800, P . R . China )

Abstract

In the paper by using the spline wavelet basis toconstruct the approximate inertial manifold, we

study the longtime behavior of perturbed perodic KdV equation.

Key words  wavelet basis, approximate inertial manifold, perturbed periodic KdV equation
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