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摘   要

本文描述了一种称为/ 同伦分析方法0 ( HAM)的新的求解非线性问题的近似解析方法之基本

思想# 不同于摄动展开方法, / 同伦分析方法0的有效性不依赖于所研究的非线性方程中是否含有

小参数# 因此 ,该方法提供了一个强有力的分析非线性问题的新工具# 作为示例, 我们应用一个

典型的非线性问题来说明该方法的有效性及其巨大潜力# 

关键词  非线性近似解析方法  强非线性  同伦  拓扑

中图分类号  O174, O173, O175

k 11 引   言

尽管数值计算机的迅猛发展使得非线性问题的数值求解日益容易,但给出非线性问题解

的近似解析表达依然非常困难# 目前, 还不存在一种令人十分满意的非线性近似求解方法# 

例如,虽然摄动展开方法已被广泛地用来分析科学和工程中的非线性问题,但它的有效性过分

强烈地依赖于所谓的小参数, 从而摄动展开方法通常仅适用于弱非线性问题# 对于根本不含

小参数的非线性问题,摄动展开方法完全失效# 因此, 发展一种其有效性不依赖于方程中是否

存在小参数的近似解析方法是非常有意义的# 

廖世俊
[ 1~ 6]

在这个方面进行了一些有益的尝试# 廖世俊[ 1, 2]
在其博士论文中提出了一种

新的非线性近似分析方法,称为/同伦分析方法0( HAM)# 同伦分析方法建立在拓扑理论的同

伦方法的基础上,其有效性与所研究的方程是否含有小参数无关# 因此, /同伦分析方法0克服

了摄动展开方法的上述限制和局限性, 提供了一种新的分析强非线性问题的途径# 廖世

俊[ 3~ 6]在不断地逐步完善该方法的同时,应用/同伦分析方法0成功地求解了一些强非线性问

题# 另一方面, 廖世俊[ 7, 8]
及廖世俊和章梓雄

[ 9]
应用/同伦分析方法0的基本思想成功地提出

了一种所谓的/广义边界元方法0( GBEM)# 该/广义边界元方法0甚至对控制方程和边界条件

均不含线性项的强非线性方程亦有效, 且在逻辑上包含传统的边界元方法,是对传统边界元方

法的极大一般化# 上述所有这些都说明了/同伦分析方法0的有效性及其巨大的潜力# 

本文,我们应用一个简单但典型的例子简洁地说明/同伦分析方法0的基本思想,以进一步
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说明/同伦分析方法0的有效性及其潜力# 

k 21 同伦分析方法的基本思想

考虑如下一个非线性方程

uc( t ) + 2 tu 2( t ) = 0, u (0) = 1 (211)
其精确解为

u( t ) =
1

1 + t
2 (212)

假设 t 为小量,则由摄动展开技术,我们得到如下的幂级数

u( t ) = 1- t
2
+ t

4
- t

6
+ ,= E

+ ]

k= 0
(- 1) k

t
2k

(213)

其收敛半径仅为 Q= 1# 因此,此摄动展开解几乎无价值# 

现在, 我们应用/同伦分析方法0求解同一个问题# 首先, 我们构造如下一个连续映射

U( t , p , h
)
) : [ 0, + ] ) @ [ 0, 1] @ R0 y R,满足

( 1- p )
5 U( t , p , h

)
)

5 t
= ph

) 5 U( t , p , h
)
)

5 t
+ 2t U

2
( t , p , h

)
) ) ,

t \ 0, p I [ 0, 1] , h) X 0 (214)
及边界条件

U(0, p , h) ) = 1,   p I [ 0, 1] , h) X 0 (215)
从而

u( t , 0, h) ) = 1, U( t , 1, h) ) = u ( t ) =
1

1 + t
2 (216)

其中, R= (- ] , + ] ) ,R0= ( - ] , 0) G (0, + ] )# 这里,我们设 h) 为非零的实数# 显然,当 p

从 0增至 1, U( t , p , h
)
)连续地从初始解 U( t , 0, h) )= 1变化到精确解 u ( t ) = 1/ (1+ t

2
)# 这

种连续变化在同伦中称为/变形0, 因此,我们称方程(214)、(215)为/零阶变形方程0# 其次,假

设 U( t , p , h) )足够地光滑,从而/ k 阶变形导数0

u
[ k ]
0 ( t , h

)
) =

5 k
U( t , p , h) )

5p k
p= 0

  ( k \ 1)

存在# 另外,假设 U( t , p , h
)
) 在 p = 0处的麦克劳伦 ( M aclaurin)级数

U( t , 0, h) ) + E
+ ]

k= 1

u
[ k ]
0 ( t , h

)
)

k !

� �   

p
k

(217)

在 p = 1处收敛,则我们由( 216) ,得

u( t ) = 1+ E
+ ]

k= 1

u
[ k ]
0 ( t , h

)
)

k !
(218)

这里, u
[ k ]
0 ( t , h) ) ( k \ 1) 满足如下/ k 阶变形方程0:

5 u
[ k]
0 ( t , h) )

5 t

2h) t                          ( k = 1)

k (1+ h
)
)
5u [ k- 1]

0 ( t , h) )

5t + 2th) E
k- 1

m= 0

k - 1

m
0

� �0

u
[ m]
0 ( t , h

)
) u

[ k- 1- m ]
0 ( t , h

)
)0

! # ! �

( k \ 2)
)

(219)
及边界条件
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u
[ k ]
0 (0, h) ) = 0,   h) X 0, k \ 1 ( 2110)

对零阶方程( 214)、( 215)关于 p 求 k( k \ 1) 阶导数, 然后令 p = 0, 即可得上述/ k 阶变形方

程0# 应用自动推导软件如 MATHEMAT ICA或 MAPLE, 方程( 219)、( 2110)很易求解# 将这

些解代入方程( 218) ,我们有

u( t ) = lim
m y+ ] E

m

k= 0
[ (- 1) k

t
2k
] 5m, k( h

)
) ( 2111)

这里, 5m, n ( h
)
) 定义如下

  5m, n( h
) ) =

0 ( n > m)

(- h) )
n E

m- n

k= 0

m

m - n - k
5� � �� �

n + k - 1

k
,� � , h h)

k   (1 [ n [ m)

1 ( n [ 0)

( 2112)

称为/趋近函数0# 

/趋近函数0 5m, k( h
) ) 具有非常一般的意义 # 廖世俊[ 10] 严格地证明了 / 趋近函

数0 5m, n( h) ) 具有如下性质:

引理 1  设 F为复变数, m , n (1 [ n [ m) 为整数,则成立

5c
m, n (F) = (- 1) n

n
m

n

,

Fn- 1(1 + F) m- n
( 2113)

引理 2  设 F为复变数, m , n (1 [ n [ m) 为整数,则成立

5m+ 1, n( F) - 5m, n (F) =
m

n - 1
#(- F) n

(1+ F) m- n+ 1
( 2114)

引理 3  设 m, n(1 [ n [ m) 为整数, 则成立

5m, n (- 1) = 1 ( 2115)

引理 4  设 F为复变数, m , n (1 [ n [ m) 为整数,则成立

    lim
m y+ ]

5m, n( F) = 1   ( | 1 + F| < 1) ( 2116)

而且,廖世俊
[ 10]
严密地证明了一个所谓的/广义泰勒定理0# 该定理在本文的附录中给出# 我

们强调指出,该/广义泰勒定理0在逻辑上包含了传统的泰勒定理# 而且,对适当的 F值, 该/广

义泰勒定理0可大大增大传统泰勒级数的收敛区域# 应用本文所述的例子我们可以很好地说

明这一点# 方程( 211) 的精确解为 1/ ( 1+ t
2
) , 其对应的复变函数 f ( z ) = 1/ (1+ z

2
) 有二个

奇点 N1 = i 和N2 = - i# 因此, 根据附录中所述之/广义泰勒定理0,级数(2111) 在区域

| t | <
2

| h) |
- 1   (- 2 < h) < 0) ( 2117)

内有效# 

k 31 讨 论 及结 论

不妨让我们比较一下摄动展开近似( 213)及广义泰勒级数( 2111)# 前者仅在区域 | t | <

1内有效,而后者的收敛区域为实数 h) 之函数# 首先,由式(2115) 及( 2117) 知,级数(2111) 在
h
)
= - 1时就是摄动展开解(213) ,因此, 摄动展开解(213) 是级数家族(2111) 的一个特殊成员

# 它意味着级数(2111) 在逻辑上包含着摄动展开解(213)# 这种逻辑上的包含性在科学和数

学中已被证明是非常重要的# 其次,当 h
) 从- 1逐渐增至 0, 级数(2111) 之收敛区域逐渐增
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大# 在极限 h) y 0- 下,级数( 2111) 在整个实轴上有效!然而,当 h) 从- 1逐渐减小到- 2时,

其收敛区域变得愈来愈小# 综上所述, 摄动展开解(213) 即不是最好的,亦非最坏的: 它仅为

级数家族(2111) 中一个平凡的一员# 最后, 我们强调指出, 本文所述之/同伦分析方法0完

全不需要小参数假设# 换言之, /同伦分析方法0 的有效性与所考虑的非线性问题是否含有

小参数无关# 仅从形式上而言, /同伦分析方法0似乎适用于所有的非线性问题, 仅管该方法

不可避免地存在一些我们至今还不十分清楚的局限性# 

不同于摄动展开解( 213) ,级数( 2111)提供给我们一个近似解的家族# 级数( 2111)的收敛

区域取决于我们在构造零阶方程( 214)和( 215)时所引入的 h
) 之值# 显然, 不同的 h

) 之值对应

于不同的映射, 或者更精确地说,对应于不同的同伦# 事实上,方程(214) 和(215) 构造了一
个依赖于 h) 的同伦之家族 U( t , p , h) )# 显然,该家族中一些同伦较另一些为好# 这可以很好

地说明为什么级数(2111) 的收敛区域是 h
) 的一个函数# 变量 h

) 之引入确实提供给我们更大

的自由, 从而可得到更多、更好的近似# 有趣的是,若在零阶方程(214) 和(215) 中用复变数F

代替实数 h) , 我们将得到一个更大的家族

u( t ) = lim
m y+ ] E

m

k= 0
[ (- 1) k

t
2k
] 5m, k(F) (311)

其在区间

| 1 + F? i tF| < 1   ( | 1 + F| < 1) (312)
内收敛于精确解 u( t ) = 1/ (1 + t

2
)# 注意, ( 312) 式中令 F为实数即得公式(2117)# 

本文上述之示例确实非常简单,且其精确解存在# 但该例子仍然很好地说明了/同伦分析

方法0的有效性及其巨大的潜力# 事实上, /同伦分析方法0可以用来求解非常复杂的非线性问

题# 例如,廖世俊[ 6]应用/同伦分析方法0求解了如下关于二维半无限平板上层流黏性流动之

方程

f Ê( G) +
1
2
f ( G) f d( G) = 0,   G I [ 0, + ] ) (313)

及边界条件

f (0) = f c(0) = 0, f c(+ ] ) = 1 (314)
这里,一撇表示对 G求导数, 众所周知, Blasius[ 11]曾给出上述方程的一个如下形式的幂级数解

f ( G) = E
+ ]

k= 0

-
1
2

� � �
k A kR

k+ 1

(3k + 2) !
G3k+ 2 (315)

这里

A k =

1, k = 0, 1

E
k- 1

r = 0

3k - 1

3r
+A rA k- r- 1,   k \ 2

(316)

且 R= f d(0) = 0133206(见Howarth[ 12, 13] )# 幂级数( 315) 亦可由摄动展开方法得到# 然

而, 幂级数(315) 仅在区域 | G| [ 51690内有效# 应用/同伦分析方法0, 廖世俊[ 6]成功地得到

如下一个级数家族

f ( G) = lim
m y+ ] E

m

k= 0
-
1
2

) 在

� � (h

k A kR
k+ 1

(3k + 2) !
G3k+ 21 1 5m, k( h) ) ,

G I [ 0, + ] ) , - 2 < h
)
< 0 (317)

其在区域
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- Q0 < G< Q0
2

| h) |
- 1

� � - 11/ 3

  (- 2 < h) < 0) (318)

内有效# 我们强调指出, 当实数 h) (- 2 < h) < 0) 趋近于零时, 级数(317) 在整个正实轴上有
效!所有上述这些都一再表明, /同伦分析方法0 确实是一种强有力的非线性分析方法, 尽管该

方法还需不断地改进和更广泛地应用# 

附   录

广义泰勒定理  设 n \ 0 为一有限整数,F, z , z 0 为复数# 若复变函数 f ( z ) 在 z = z 0处解析, 则在区

域

    H
k I I

1 + F- F
z - z 0
Nk - z 0 1 4� � ( 2< 1,   | 1+ F| < 1

成立

f ( z ) = lim
m y+ ] E

m

k= 0

f ( k) ( z 0)

k !
( z - z 0)

k# � 5 m, k (F)

= lim
m y+ ] E

m+ n

k= 0

f ( k) ( z 0)

k !
( z - z 0)

k5� � �m 5 m, k- n (F)

= lim
m y+ ] E

m

k= 0

f ( k) ( z 0)

k !
( z - z 0)

k 3 15 m+ n, k+ n (F)

这里,复变函数 5 m, k(F) 如(21 12) 之定义, Nk ( k I I ) 为 f ( z ) 全部之奇点# 另外, 当 F= - 1, 其就是传统的

泰勒定理# 

广义牛顿二项式定理  设 t , h) 和 A为实数# 则如下定义的广义牛顿二项式

(1 + t) A = 1 + lim
m y+ ] E

m

n= 1

A( A- 1) ( A- 2) ,( A- n + 1)
n !

tn知 ,� �s i a5 m, n( h) )   ( A X 0, 1, 2, 3, ,)

在区间

- 1 < t <
2

| h) |
- 1  (- 2 < h) < 0)

成立# 这里, 5m, n ( h) ) 如(2112) 之定义# 
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Homotopy Analysis Method: a New Analytic

Method for Nonlinear Problems

Liao Shijun

( Shangha i Jia oton g Univ er sity , Shangha i 200030, P . R . China )

Abstract

In this paper, the basic ideas of a new analytic technique, namely the Homotopy Analysis

Mehtod( HAM), are described. Different from perturbation methods, the validity of the HAM is in-

dependent on whether or not there exist small parameters in considered nonlinear equations. There-

fore, it provides us with a powerful analytic tool for strongly nonlinear problems. A typical nonlinear

problem is used as an example to verify the validity and the great potential of the HAM.

Key words  nonlinear analytic technique, strong nonlinearity, homotopy, topology
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