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摘   要

本文的目的是在概率赋范空间中引入和研究非线性压缩半群, 并对增生映象建立 Crandall_

Liggett 指数公式# 作为应用, 我们将应用这些结果研究概率赋范空间中一类具增生映象的微分包

含的 Cauchy 问题解的存在性# 

关键词  非线性压缩半群  概率赋范空间  Crandall_Liggett 指数公式  半内积  增生映象

中图分类号  O177

k 11 引   论

由F. E. Browder[ 3]和 T. Kato[ 11]所独立引入的增生映象的概念在集值非线性算子理论及

Banach空间中的微分方程和偏微分方程中起着极为重要的作用# 另一方面,许多作者对 Ba-

nach空间和 Hilbert 空间中的非线性压缩半群、微分方程及发展方程已得出了许多重要结果

(见,例如[ 1, 2, 7, 8, 12, 13] )# 最近, 在[ 5]和[ 9]中作者们在概率赋范空间中引入了增生映象

的概念并研究了它的某些基本性质# 

本文的目的是在概率赋范空间中引入和研究非线性压缩半群# 本文证明: 如果 A 是概率

赋范空间中满足值域条件的增生映象, 则 A 生成一非线性压缩半群# 作为应用, 我们将应用

这一结果研究概率赋范空间中一类具增生映象的微分包含解的存在性问题# 

为方便起见,我们先追述某些定义和符号(见[ 5, 6, 16] )# 

文中处处用 D表定义在 IR 上的分布函数的集合,即如果 f I D,则 f 是不减的、左连续的,

sup
t I IR

f ( t )= 1且 inf
t I IR

f ( t )= 0# 

定义 111  一概率赋范空间(简称 PN_空间) 是一有序对( E, F ) , 其中 E 是一实线性空间,

F: E yD是一映象(记 F ( x )以 Fx )满足下列条件:对任意的 x , y I E:

(PN_1) Fx( t ) = 0, P t > 0当而且仅当 x = 0;

(PN_2) Fx (0) = 0;

(PN_3) FAx ( t ) = Fx
t

| A|  ( PA I IR , A X 0) ;

(PN_4) 如果 Fx( t 1) = 1, Fy( t 2) = 1,则 Fx+ y ( t 1+ t 2) = 1# 
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定义 112  一映象 $: [ 0, 1] @ [ 0, 1] y[ 0, 1] 称为一 t_范数, 如果满足下列条件:对任意的

a , b, c, d I [ 0, 1]

(T_1)  $( a, 1) = a;

(T_2)  $( a, b ) = $( b , a) ;

(T_3)  $( c, d) \ $( a, b)  (当 c \ a; d \ b 时)

(T_4)  $( $( a, b) , c) = $( a, $( b , c) ) # 

一Menger PN_空间是一三元组( E , F, $) , 其中( E , F )是一PN_空间, $是一 t_范数且满足

条件:

(PN_4)cFx+ y ( t 1+ t 2) \ $( Fx ( t 1) , Fy ( t2) )   ( Px , y I E , t 1, t 2 I IR
+
= [0, + ] ) ) # 

定义 113[ 5]  设( E , F, $)是一Menger PN_空间# 

( � ) A : D( A) < E y 2E 称为增生映象,如果

Fx- y( t ) \ Fx- y+ K( u- v) ( t ) ( Px , y I D(A ) , u I Ax , v I Ay 且K> 0)

( � ) A 称为极大增生映象,如果

Fx- y
0
( t ) \ Fx- y

0
+ K( u- v

0
) ( t ) ( Px I D(A) , u I Ax 且 K> 0) ,则 y 0 I D(A) 且 v0 I Ay 0

( � ) A 称为m_增生的,如果 A 是增生的,且 I+ A 是满射的# 

( � ) A 称为强增生的,如果存在 k I (0, 1)使得

F( K- k )( x- y ) ( t ) \ F( K- 1) (x- y )+ u- v ( t )

对一切 x , y I D(A ) , u I Ax , v I Ay 且 K> k # 

( �) A 称为耗散的(极大耗散的、m_耗散的)如果- A 是增生的(极大增生的、m_增生的)# 

k 21 Menger PN_空间中的半内积

本文中处处设( E , F, $)是一Menger PN_空间# 

对任一 K I (0, 1] , 定义一实的非负函数 PK: E y IR
+ 如下 :

PK( x ) = inf t : Fx ( t ) > 1 - K le ( Px I E )

由 PK( x ) 的定义,易于证明下面的结论成立 :

命题 211  设( E, F, $) 是一Menger PN_空间, $满足条件: $( t , t ) \t , P t I [ 0, 1] , 则对

任一 KI (0, 1)

( � ) PK( Ax ) = | A| PK( x )  ( PA I IR , x I E) ;

( � ) PK( x + y ) [ PK( x ) + PK( y )  ( Px , y I E ) ;

( � ) 对给定的 x , y I E,
PK( x + ty ) - PK( x )

t
关于 t I (0, + ] ) 是不减的;

( � ) 对任意的 x , y I E,
PK( x ) - PK( x - ty )

t
关于 t I (0, + ] ) 是不增的# 

由命题211知, 下面的二极限存在:

    lim
t y0+

PK( x + ty ) - PK( x )

t
,  lim

t y 0
+

PK( x ) - PK( x - ty )

t

以后,我们记

[ x , y ]
+
K = lim

t y 0
+

PK( x + ty ) - PK( x )

t
,
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[ x , y ]
-
K = lim

t y 0
+

PK( x ) - PK( x - ty )

t

下面我们给出 [ x , y ]
? 的某些基本性质:

引理 211  设( E, F, $)是满足 $( t , t ) \ t ( P t I [ 0, 1] )的Menger PN_空间,则下之结论

成立:

( � ) [ x , y ] -K [ [ x , y ]
+
K;

( � ) | [ x , y ] ?
K | [ PK( y ) ,且[ x , Ax ] ?

K = APK( x ) ( PA I IR) ;

( � ) | [ x , y ] ?
K- [ x , z ]

?
K | [ PK( y - z ) ;

( � ) [ x , y ] +K = - [ x , - y ]
-
K = - [- x , y ]

-
K;

( � ) [ sx , ry ] ?
K = r [ x , y ]

?
K  ( Pr , s \ 0) ;

( � ) [ x , y + z ]
+
K [ [ x , y ]

+
K+ [ x , z ]

+
K,

[ x , y + z ]
-
K \ [ x , y ]

-
K+ [ x , z ]

-
K

( � ) [ x , y + z ]
+
K \ [ x , y ]

+
K+ [ x , z ]

-
K,

[ x , y + z ]
-
K [ [ x , y ]

-
K+ [ x , z ]

+
K ;

( � ) [ x , y + Ax ]
?
K = [ x , y ]

?
K+ APK( x )   ( PA I IR) ;

( � ) 如果 x ( t ) : [ a, b ] y E 关于 t I ( a, b) 可微且 UK( t ) = PK( x ( t ) ) ,则

D
+ UK( t ) = lim

hy 0
+

PK( x ( t + h) ) - PK( x ( t ) )

h
= [ x ( t ) , xc( t ) ] +K;

D
-
UK( t ) = lim

hy 0
+

PK( x ( t ) ) - PK( x ( t - h) )

h
= [ x ( t ) , xc( t ) ] -K;

( � ) [ x , y ] +K是上半连续的,而[ x , y ]
-
K是下半连续的# 

证  性质( � ) ~ ( � )易于证明,其详这里省略# 

( � ) 因

( PK( x + t( y + z ) ) - PK( x ) ) / t

[ 1
2t

[ PK( x + 2ty ) - PK( x ) ] + [ PK( x + 2tz ) - PK( x( ) ]P� �,y

故得

[ x , y + z ]
+
K [ [ x , y ]

+
K+ [ x , z ]

+
K

同理可证 [ x , y + z ]
-
K \ [ x , y ]

-
K+ [ x , z ]

-
K# 

( � ) 因

[ x , y ]
+
K = [ x , y + z - z ]

+
K [ [ x , y + z ]

+
K+ [ x , - z ]

+
K ,

由( � )得知 [ x , - z ]
+
K= - [ x , z ]

-
K, 故得

[ x , y + z ]
+
K \ [ x , y ]

+
K+ [ x , z ]

-
K

( � ) 由( � )和( � )分别可得

[ x , y + Ax ]
+
K [ [ x , y ]

+
K+ [ x , Ax ]

+
K= [ x , y ]

+
K+ APK( x ) ,

[ x , y + Ax ]+K \ [ x , y ]
+
K+ [ x , Ax ]-K= [ x , y ]

+
K+ APK( x ) ,

故得

[ x , y + Ax ]
+
K = [ x , y ]

+
K+ APK( x ) # 

同理可证 [ x , y + Ax ]-K = [ x , y ]
-
K+ APK( x )
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( � ) 因

| D
+ UK( t ) - [ x ( t ) , xc( t ) ]+K |

= lim
hy 0

+

PK( x ( t + h) ) - PK( x ( t ) )

h
- lim

h y 0
+

PK( x ( t ) + hxc( t ) ) - PK( x ( t ) )

h

= lim
hy 0

+

1
h
( PK( x ( t + h ) - PK( x ( t ) + hxc( t ) ) )

[ lim
h y 0

+

1
h
( PK( x ( t + h ) - x ( t ) - hxc( t ) ) )

= lim
h y 0

+
PK

x ( t + h) - x ( t ) - hxc( t )
h

K = 0,

故结论( � )成立# 

( � ) 令 x n y x , yn y y , 因

[ xn , y n]
+
K [ 1

t
( PK( x n + tyn ) - PK( xn ) )   ( P t > 0) ,

故有

    l im
ny ]

[ x n, yn ]
+
K [ 1

t
( PK( x + ty ) - PK( x ) )

令 t y 0+ ,即得 lim
n y ]

[ x n, yn]
+
K [ [ x , y ]

+
K,这表明[ x , y ]

+
K是上半连续的# 

类似地,可证 [ x , y ]
-
K是下半连续的, 引理得证

下面我们定义一映象 j K: E y 2E
*

( E
* 是 E 的对偶空间) 如下:

j K( x ) = f K I E
*
: f K( x ) = PK( x ) , [ x , y ]

-
K [ fK( y ) [ [ x , y ]

+
K, y I EK" "( �

现证对任一 x I E , j K( x ) X«# 事实上,对任一 y 0 I E, 定义 fK( Ay 0) = A[ x , y0]
+
K  ( PA

I IR)

( a) 如果 A\ 0,则 f K( Ay 0) = [ x , Ay 0]
+
K;

( b) 如果 A< 0, 则

A[ x , y 0]
+
K= - | A| [ x , y 0]

+
K = - [ x , | A| y0]

+
K

= [ x , - | A| y 0]
-
K = [ x , Ay 0]

-
K

[ [ x , Ay 0]
+
K

故有 fK( Ay 0) [ [ x , Ay 0]
+
K( PA I IR)# 由引理 211的( � ) 和( � ) 知[ x , y ]

+
K关于y I E 是次

加性的, 由Hahn_Banach定理( [ 15] ) , 存在线性泛函�f K: E y IR 使得�f K( Ay 0) = f K( Ay 0) 而且

- [ x , - y ]
+
K [ �f K( y ) [ [ x , y ]

+
K( Py I E) ,即有

[ x , y ]
-
K [ �f K( y ) [ [ x , y ]

+
K

特别有�f K( x ) = [ x , x ]
+
K = PK( x )

�f K的连续性,由 | �f K( x ) | [ | [ x , y ]+K | [ PK( y ) 直接可得# 从而得知�f K I j K( x ) ,结论得

证# 

另外,我们还可证明 j K( x ) 是凸的,故由 Banach_Alaoglu定理有下面的

命题 212  对每一 x I E , K I (0, 1] , j K( x ) 是 E
* 中的非空凸的弱* 紧子集# 

由上面的讨论及命题 212,可得下面的

命题 213  [ x , y ]
+
K = max f K( y ) , f K I j K( x ) 度且

[ x , y ]
-
K = min f K( y ) : fK I j K( x )�
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定义 211  ( � ) 称 ( x , y )
+
K = PK( x )#[ x , y ] +K为关于K I (0, 1] 的上半内积 ;

( � ) 称 ( x , y )
-
K = PK( x )#[ x , y ]-K为关于K I (0, 1] 的下半内积# 

半内积的某些基本性质请见[ 14]# 

定义 212  由下式定义的映象 JK: E y 2E
*

:

JK( x ) = PK( x ) : f K#f K I j K( x ) ) x ( Px I E)

称为关于 K I (0, 1] 的对偶映象# 

由引理211知下面的推论成立:

推论 211  ( � ) ( x , y ) -K [ ( x , y )
+
K ;

( � ) | ( x , y ) ?
K | [ PK( x )#PK( y ) 且( x , Ax ) ?

K [ AP 2
K( x )  ( PA I IR ) ;

( � ) | ( x , y ) ?
K- ( x , z )

?
K | [ PK( x )#PK( y - z ) ;

( � ) ( x , y ) +K = (- x , - y )
-
K= - (- x , y )

-
K;

( � ) ( sx , ry ) ?
K = s#r#( x , y ) ?

K  ( Pr , s \0) ;

( � ) ( x , y + z )
+
K [ ( x , y )

+
K+ ( x , z )

+
K且

( x , y + z )
-
K \ ( x , y )

-
K+ ( x , z )

-
K;

( � ) ( x , y + z )
+
K \ ( x , y )

+
K+ ( x , z )

-
K而且

( x , y + z )
-
K [ ( x , y )

-
K+ ( x , z )

+
K;

( � ) ( x , y + Ax )
?
K = ( x , y )

?
K+ AP

2
K( x )  ( PA I IR ) ;

( � ) 如果 x ( t ) : [ a, b ] y E 关于 t I ( a, b ) 可微且 UK( t ) = P
2
K( x ( t ) ) ,则 D

+ UK( t ) =

2( x ( t ) , xc( t ) )+K且D
- UK( t ) = 2( x ( t ) , xc( t ) )-K;

( � ) ( x , y ) +K是上半连续的,而( x , y )
-
K是下半连续的# 

k 31 PN_空间中的增生映象和非线性半群

本节中,我们总假定( E , F, $)是一完备的 Menger PN_空间且 $( t , t ) \t P t I [ 0, 1]# 

引理 311  设 A: D(A ) < E y 2E 是一映象, 则下列结论等价 :

( � ) A 是增生的;

( � ) PK( x - y ) [ PK( x - y + E( u - v ) ) ( Px , y I D(A ) , u I Ax , v I Ay 而且对一切

E> 0, K I (0, 1] ) ;

( � ) [ x - y , u - v]
+
K \ 0 ( Px , y I D( A) , u I Ax , v I Ay 且K I (0, 1] ) # 

证  ( � ) Z ( � ) ,如果 A 是增生的,则

Fx- y( t ) \ Fx- y+ E( u- v ) ( t ) ( Px , y I D (A) , u I Ax , v I Ay 且E> 0)

此外,对给定的 x , y I D (A) , u I Ax , v I Ay 及E> 0令

PK( x - y + E( u - v) ) = inf t : Fx- y+ E( u- v) ( t ) > 1 - K(� �| )

= lim
ny ]

t n: Fx- y+ E( u- v ) ( tn) > 1 - K另

则有 Fx- y( tn ) > 1- K( Pn \ 1) , 从而有

PK( x - y ) = inf t : Fx- y( t ) > 1 - K # 

� �上面 由

[ lim
ny ]

tn

上式表明结论( � )成立# 

反之,设( � ) 成立,而( � )不成立,于是存在 x 0, y 0 I D( A) , E0 > 0, u0 I Ax0, v0 I Ay 0及
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t 0 > 0使得

Fx
0
- y

0
( t0) < Fx

0
- y

0
+ E

0
( u

0
- v

0
) ( t0)

故存在 K0 I ( 0, 1] 使得 Fx
0
- y

0
( t 0) = 1- K0,这就得出

PK
0
( x 0- y 0) = inf t : Fx

0
- y

0
( t ) > 1 - K) ) 0 \ t 0

因 Fx
0
- y

0
+ E

0
( u

0
- v

0
) ( t 0) > 1- K0 而且 Fx

0
- y

0
+ E

0
( u

0
- v

0
) ( t ) 是左连续的,故存在 D0 > 0,使得

Fx
0
- y

0
+ E

0
( u

0
- v

0
) ( t 0- D0) > 1 - K0

从而有

PK
0
( x 0- y 0+ E0( u0- v 0) ) [ t 0- D0 < t 0 [ PK

0
( x 0- y 0)

矛盾! 故结论成立# 

( � ) Z ( � ) ,由命题 211( � )及 [#, #] +K的定义, 结论显然成立# 证毕

引理 312  设 A: D(A ) < E y 2E 是一增生映象, JE = ( I + EA )- 1( PE> 0) , 则

( � ) PK( JEx - JEy ) [ PK( x- y )且 FJ
E
x- J

E
y ( t ) \Fx- y ( t ) P t > 0, KI (0, 1] , x , y I R( I

+ EA ) ( I + EA 的值域) :

( � ) PK( J nEx - x ) [ n#PK( JEx - x ) PKI (0, 1] , n > 0( n为正整数) , x I R ( ( I + EA) n) ,

且

FJ n
E
x- x ( t ) \ FJ

E
x- x

t
n

  ( P t > 0, x I R ( ( I + EA )
n
) ) ;

( � ) 如果 xj I R ( I + EA ) 且 xj y x 0 I D(A ) H R ( I + EA ) ,则

    lim
j y ]

PK( JExj - xj ) [ E# inf
u I Ax

0

PK( u )  ( PK I (0, 1] ) 且

    lim
j y ]

FJ
E
x
j
- x

j
( t ) \ sup

u I Ax
0

Fu
t
E

I�  ( P t > 0)

证  ( � )是引理 311和 A 的增生性的直接推论# 

( � ) 可由( � )直接得之# 

下证结论( � ) , 对任给的 u I Ax ,令 w = x 0+ Eu,于是有

x 0 = ( I + EA)- 1w = JEw

而且

PK( JExj - xj ) [ PK( JExj - JEw ) + PK( JEw - xj )

故得

    lim
j y ]

PK( JExj - xj ) [ lim
j y ]

( PK( xj - w ) + PK( x 0- xj ) )

[ lim
j y ]

PK( xj - w )

[ lim
j y ]

( PK( xj - x 0) + PK( x 0- w) )

[ PK(- Eu) = EPK( u )

由 u I Ax 0 的任意性, 故有

    lim
j y ]

PK( JExj - xj ) [ E# inf
u I Ax

0

PK( u )

另一方面, 因

FJ
E
x
j
- x

j
( t ) \ $ FJ

E
x
j
- J

E
w t -

G
2)� � %, FJ

E
w- x

j

G
2F� �3 �

(
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\ $ Fx
j
- w t -

G
2

� � < F
, Fx

0
- x

j

G
2

v

� � 0

� � t
而且

Fx
j
- w t -

G
2

\ $ Fx
j
- x

0

G
2

� � � , FEu ( t - G)-  ( PG< t)

故有

FJ
E
x
j
- x

j
( t ) \ $ FEu( t - G) , Fx

0
- x

j

G
2

� � ( F

� � 0从而得知

    lim
j y ]

FJ
E
x
j
- x

j
( t ) \ Fu

t - G
E

� � �

又因 Fu ( t ) 是左连续的, 令 G y 0+ , 即得

    lim
j y ]

FJ
E
x
j
- x

j
( t ) \ Fu

t
E

)

因而推出

    lim
j y ]

FJ
E
x
j
- x

j
( t ) \ sup

u I Ax
0

Fu
t
E

� � 312

引理证毕

现在我们可以研究下面的具增生映象 A 的微分包含的 Cauchy 问题:

uc( t ) I - Au( t )   ( t > 0)

u( 0) = u0 I D(A )x
(E311)

定义 311  函数 u(#) I C ( IR
+
, E) 称为(E311) 的强解, 如果其满足下面的条件 :

( � ) u(0) = u0 ;

( � ) 存在 y I E 使得

Fu( t)- u( s) ( k ) \ F ( t- s) y( k )  ( Pk > 0, t , s I IR
+
)

(此时,我们也称 u (#) 是 Lipschitz 连续的) ;

( � ) u(#) 的导数 uc( t ) 存在且满足

uc( t ) I - Au( t ) 对几乎所有的 t I (0, + ] )
我们有下面的

定理 311  设 ( E , F, $) 是一完备的Menger PN_空间, $( t , t ) \ t ( P t I [ 0, 1] ) , 设 A:

D(A ) < E y2E 是一增生映象,则( E311)至多有一强解# 

证  设 u (#) , v(#) 是(E311) 的二强解,记 UK( t ) = PK( u( t ) - v ( t ) ) ( PKI (0, 1] ) ,于

是由引理 211( � )有
D
- UK( t ) = [ u ( t ) - v ( t ) , uc( t ) - vc( t ) ]-K

故存在 w ( t) I Au( t ) , z ( t ) I Av ( t ) ,使得

uc( t ) = - w ( t ) , vc( t ) = - z ( t ) 对几乎所有的 t I (0, + ] )
因而有

D
- UK( t ) = [ u ( t ) - v ( t ) , ( w ( t ) - z ( t ) ) ]

-
K

= - [ u( t ) - v ( t ) , w ( t ) - z ( t ) ]
+
K

[ 0

故有

PK( u( t ) - v( t ) ) [ PK( u (0) - v (0) ) = 0   ( PK I (0, 1] )

765概率赋范空间中的非线性半群与微分包含



如果对某一 t 0 I IR
+
, u( t 0) - v ( t 0) X 0,则存在 k 0 > 0使得

Fu( t
0
)- v( t

0
) ( k0) < 1

令 Fu( t
0
)- v ( t

0
) ( k0) = 1- K0,则 K0 I (0, 1] ,从而

PK
0
( u( t 0) - v ( t0) ) = inf k : Fu( t

0
)- v( t

0
) ( k) > 1- K0(� � ) \ \ k 0 > 0

这与 PK
0
( u ( t0) - v( t 0) ) = 0相矛盾,从而得证 u( t ) = v ( t ) ( P t I IR

+
) ,定理证毕# 

定义 312  设 ( E, F, $) 是一完备 Menger PN_空间, C 是 E 之一闭子集, 算子族

T( t ) : C y E , t \ 0� �称为一非线性压缩算子半群, 如果其满足下面的条件:

( � ) T (0) x = x  ( Px I C ) ;

( � ) T ( t ) T( s) = T( t + s )  ( P t , s \ 0) ;

( � ) 映象 t | y T( t ) x 对任意的x I C 是连续的;

( � ) FT ( t) x- T ( t )y ( k) \ Fx- y( k )  ( Px , y I C, t \ 0且 k > 0)

定理 312  设 A: D(A ) < E y 2
E
是一增生映象且满足下面的条件 :

( I + EA ) (D (A) ) = D(A ) ( D(A ) 的闭包) ( PE> 0)

则对任意的 x I D( A) ,下面的极限存在

T ( t ) x = lim
Ey0+

( I + EA)-
t
E

�� � �
x  ( P t \ 0)

其中,
t
E

是不超过
t
E

的最大整数,而且 T ( t ) : t \ 0� � �是一非线性压缩半群# 

为了证明定理 314,我们需用到下面的

引理 313  设 A: D(A ) < E y 2
E
是一增生映象, 且D (A) < ( I + EA) ( D( A) ) PE> 0,

则

FJm
E
x- J

n

L
x ( t ) \ sup

u I Ax
Fu( t#( ( mE- nL) 2+ mE2+ nL2)-

1
2 )

Px I D (A) , E, L> 0且 n, m 是非负整数

证  首先证明: 对任意的 x I D(A ) , E, L> 0, K I (0, 1]

PK( J
m
Ex - J

n
Lx ) [ ( mE- nL) 2 + mE2+ nL2v t 1/ 2#inf

u I Ax
PK( u) (311)

其中, m, n 是非负整数# 

对每一 x I D( A) , E, L > 0, K I (0, 1] ,令

Pm, n = PK( J
m
Ex - J

n
Lx ) ( m, n = 0, 1, 2, ,)

由引理312的( � )和( � ) ,有

Pm, 0 [ mE# inf
u I Ax

PK( u )   ( m = 0, 1, 2, ,)

P0, n [ nL# inf
u I Ax

PK( u)   ( n = 0, 1, 2, ,)

上二式表明当 n = 0或 m = 0时(311) 成立

现设( 311)对一对整数 ( m - 1, n) , ( m , n - 1) 成立, 对 x I D( JE) , y I D ( JL) , 令 D=

EL
E+ L

,易于验证

JD
L

E+ L
x +

E
E+ L

JEx j

� �- �

= JEx

JD
E

E+ Ly +
L

E+ LJEy )[ = JLy
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于是有

Pm, n = PK( JE#Jm- 1E x - JL#J n- 1L x )

= PK J EL
E+ L

L
E+ L

J
m- 1
E x +

E
E+ L

J
m
ExK� � � 0 - J EL

E+ L

E
E+ L

J
n- 1
L x +

L
E+ L

J
n
Lx

  �这

[ PK
L

E+ L
J
m- 1
E x +

E
E+ L

J
m
Ex -

E
E+ L

J
n- 1
L x -

L
E+ L

J
n
Lx

[ E
E+ L

PK( J
m
Ex - J

n- 1
L x ) +

L
E+ L

PK( J
m- 1
E x - J

n
Lx )

即

Pm, n [ E
E+ L

Pm, n- 1 +
L

E+ L
Pm- 1, n

从而有

Pm, n [ E
E+ L

( mE- nL) 2+ 2L( mE- nL) + mE2+ nL( 2 �1/ 2#inf
u I Ax

PK( u)

+
L

E+ L
( mE- nL) 2- 2E( mE- nL) + mE2+ nL) 2\ 1/ 2#inf

u I Ax
PK( u)

[ E
E+ L

[ ( mE- nL) 2+ 2L( mE- nL) + mE2+ nL2m ]

+
L

E+ L
[ ( mE- nL) 2- 2E( mE- nL) + mE2+ nL2] �

1/ 2

# inf
u I Ax

PK( u)

= (mE- nL)
2
+ mE

2
+ nL

2A� � (E1/ 2# inf
u I Ax

PK( u)

故( 311)的结论被证明

现设引理 313的结论不成立,则存在 x 0, m0, n0, E0, L0 及 t 0 > 0使得

FJm0
E
0
x
0
- J

n
0
L
0
x
0
( t 0) < sup

u I Ax
0

Fu ( t 0# ( m0E0 - n0 L0)
2
+ m0E

2
0+ n0 L

2
i n 0

- 1
2 )

故存在 u0 I Ax 0 使得

FJm0
E
0
x
0
- J

n
0
L
0
x
0
( t 0) < Fu

0
( t0# ( m0E0- n0L0)

2
+ m0E

2
0 + n0L

2
0J� � �D

-
1
2 )

令  FJm0
E
0

x
0
- Jn0

L
0

x
0
( t 0) = 1- K0,则 K0 I (0, 1] , 显然

PK
0
( J

m
0E
0
x 0- J

n
0L
0
x 0) = inf{ t : FJm0

E
0
x
0
- J

n
0
L
0
x
0
( t ) > 1- K0} \ t0

且

PK
0
( u0) = inf t : Fu

0
( t ) > 1- K0 G� �2 �< t 0# (m 0E0- n0L0)

2
+ m0E

2
0+ n0L

2
0h -

1
2

故有

PK
0
( J

m
0E
0
x 0- J

n
0L
0
x 0) > ( m0E0- n0 L0)

2
+ m0E

2
0+ n0 L

2
0� � �

1
2#inf

u I Ax
PK

0
( u)

这与( 311) 相矛盾,证毕

定理 312的证明,对每一 x I D (A) ,由引理 313有

FJ [
t
E
]

E
x- J

[ t
L
]

L
x( k ) \ sup

u I Ax
Fu( k# t

E
1

� � %

#E- t
L

70� �78#L 2� �89 5
2

+
t
E

� � %#E2+ t
L

& &

� �3

#L2s
- 1/ 2

因为

t
E

#E- t
L

#L
2

+
t
E

Q

#E2+ t
L

9#L1 2� � ()
1/ 2

[ ( E+ L)2 + ( E+ L) t-

  (L

1/ 2

故得
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FJ [
t
E
]

E
x- J

[ t
L
]

L
x( k ) \ sup

u I Ax
Fu( k# ( E+ L) 2+ ( E+ L) t� �� +

- 1/ 2
)

令 E, L y 0+ ,即得

  lim
E, Ly 0

+
FJ

[
t
E
]

E
x- J

[
t
L
]

L
x ( k) = 1  ( Pk > 0)

这表明 J
[ t
E
]

E x  是E 中之一 Canchy列,故极限

T( t ) x = lim
Ey0+

J
[ t
E
]

E x (312)

存在,因 J
[
t
E]E 是压缩的,故对每一 x I D (A) , (312) 中的极限仍存在, 而且 T( t ) 在D (A) 上是

压缩的 P t \ 0# 

其次,令 t , s \ 0, x I D(A) ,于是由引理 313有

FJ [
t
E
]

E
x- J

[ s
E
]

E
x( k ) \ sup

u I Ax
Fu k# t

En� � 1#E- s
E

� � (-

#E而有

� � (P

2

+
t
E+� � �� � #E2+ s

Em� � (- #E+ 2
- 1/ 2� �

因对任意的 u I Ax 和 k > 0有

t
E

(#E- s
E

�#E E
2

+
t
E

� � n#E2+ s
E

in#E2 [ ( | t - s | + E) 2+ ( t + s )#E

故有

FJ [
t
E
]

E
x- J

[
s
E
]

E
x( k ) \ sup

u I Ax
Fu( k# ( | t - s |+ E) 2+ ( t + s) E

- 1
2 )

\ Fu ( k# ( | t - s | + E) 2+ ( t + s)#Em� �(-
1
2 (313)

而且

FT ( t )x- T( s) x( k ) \ $ FT ( t )x- J [
t
E
]

E
x
G
3

, FJ [
t
E
]

E
x- T( s) x k -

G
3

� � 	L

� � (x

\ $ FT ( t ) x- J [
t
E
]

E
x
G
3

� � (

, $ FJ [
t
E
]

E
x- J

[
s
E
]

E
x k -

2G
3

� � �故

, FJ [
s
E
]

E
x- T( s) x

G
3

J� � �n
0

� � �

0

� � �

其中, 0 < G< k # 因

  lim
Ey 0

+
FT ( t ) x- J [

t
E ]

E
x
G
3

2
� � 0

= 1, 且 lim
Ey 0

+
FJ

[
s
E ]

E
x- T ( s)x

G
3

0

� � -J

= 1

令 Ey 0+ 即得

FT ( t )x- T( s) x( k ) \ l im
Ey 0

+
FJ

[
t
E
]

E
x- J

[
s
E
]

E
x k -

2G
3

: (314)

P0 < G< k, 及 k > 0,由( 313) 及 Fu(#) 的左连续性得

  lim
Ey 0

+
FJ

[
t
E
]

E
x- J

[
s
E
]

E
x k -

2G
3

2

� � �

\ Fu k -
2G
3

#| t - s |
- 1

(315)

PG I ( 0, k ) , u I Ax# 由(314) 和(315) 有

FT ( t )x- T( s) x( k ) \ Fu k -
2G
3

� � 0#| t - s |
- 1

� � m

PG I ( 0, k ) , u I Ax# 令 G y 0
+
,由 Fu (#) 的左连续性得知

FT ( t )x- T( s) x( k ) \ Fu
k

| t - s |
x

� � (P

  ( Pu I Ax )

上式表明对任意的 x I D( A) , T( t ) x关于t 是Lipschitz的连续函数# 因为T( t ) 是压缩的,故

对任一 x I D( A)T ( t ) x 关于 t 是一连续函数# 

最后,设 x I D (A) 且 t , s \ 0,于是对一切 k > 0有

768 张   石   生    陈   玉   清



FJ [
t+ s
E
]

E
x- J

[ t
E
]

E
J
[ s
E
]

E
x( k ) \ sup

u I Ax
Fu k# t + s

E
#E- t

E
im

� � �

+
s
E

� � �

� #Ex� � ( J
2

� +
t + s
E #E2+ t

E

� � E

+
s
E一

� � ((

E
2

-
1
2

\ sup
u I Ax

Fu ( k# (3E) 2+ 2( t + s) Ex� �� -
1
2 )

令 Ey 0+ , 即得

  lim
Ey 0

+
FJ

[
t+ s
E
]

E
x- J

[
t
E
]

E
J
[
s
E
]

E
x( k ) = 1   ( Pk > 0)

上式表明 T ( t + s) x = T ( t ) T ( s) x ( P t , s \ 0, x I D(A ) ) , 于是由 T( t ) 的压缩性即得

T( t + s ) x = T( t )#T ( s) x  ( Px I D(A) , t , s \ 0)

证毕# 

注  定理 312是 Banach 空间中某些类型的增生映象的 Crandall_Liggett 指数公式在概率赋范空间中的推广# 

定理 313  设 A: E y 2E 是满足下述条件的增生映象 :

( � ) D (A) < R( I + EA ) ( PE> 0) ;

( � ) 如果 xn I D(A ) , y n I Axn , x n y x 且y n y y ( n y ] ) ,则 x I D(A ) , y I Ax # 

设 T ( t ) : t \0 +� 是由定理312中给定的算子A 所生成的半群# 如果 x I D(A ) , u( t ) =

T( t ) x 对几乎所有的 t > 0是强可微的,则 u( t ) 是 Canchy问题( E311)唯一的强解# 

为了证明定理 313,我们需要下面的

引理 314  设 A: D(A ) < E y 2E 是满足条件: D ( A) < R( I + EA) PE> 0的一增生映

象# 设 T ( t ) : t > 0 s� �+ �是定理 312中给定的半群# 如果 x I D(A ) ,则对任意的 x 0 I D (A) ,

y 0 I Ax 0, K I (0, 1] 有

PK( T ( t ) x - x 0) [ PK( x - x 0) + Q
t

0
[ T ( s) x - x 0, y 0]

+
Kds

证  设 x I D( A) , x 0 I D (A) , y 0 I Ax 0,对任意的 E> 0及正整数 N ,有

E
- 1
( J

N
Ex - J

N- 1
E x ) I - AJ

N
Ex

因 A 是增生的,由引理 311,即得

J
N
Ex - x 0,

1
E
( J

N
Ex - J

N- 1
E x ) + y 0

� � E

-

K

   = - J
N
Ex - x 0,

1
E
( J

N- 1
E x - J

N
Ex ) - y+ 0

� � F

+

K
[ 0 (316)

由引理211( � ) ,有

J
N
Ex - x 0,

1
E( J

N
Ex - J

N- 1
E x ) + y 0 x� �( T

-

E

   \ J
N
Ex - x 0,

1
E
( J

N
Ex - J

N- 1
E x )y� � �

-

K
+ [ J

N
Ex - x 0, y 0]

-
K

由命题( 211) ( � )即得

J
N
Ex - x 0,

1
E
( J

N
Ex - J

N- 1
E x ) + yl 0

-

K
\ 1
E
( PK( J

N
Ex - x 0)

   - PK( J
N
Ex - x 0- ( J

N
Ex - J

N- 1
E x ) ) ) + [ J

N
Ex - x 0, y 0]

-
K (317)

由( 316)和( 317) 即得

PK( J
N
Ex - x 0) [ PK( J

N- 1
E x - x 0) + E[ JNEx - x 0, - y0]

+
K (318)

769概率赋范空间中的非线性半群与微分包含



把( 318)从 N = 1到 N = n 加起来, 即得

PK( J
n
Ex - x 0) [ PK( x - x 0) + E

n

N = 1

E[ JNEx - x 0, - y0]
+
K (319)

令 t \ 0, n = t
E

� � � +

,则(319) 可改写成下之形式 :

PK( J
[ t
E
]

E x - x 0) [ PK( x - x0) + Q
( [
t
E] + 1) E

E
J
[
s
E]E x - x 0, - y- 1 0

+
Kds (3110)

因为 J
[
s
E]E x - x 0, - y 0�

+
K [ PK( y 0) ,令 Ey 0+ ,由 Lebesgue收敛定理和[ #,#] +K 的上半连续

性即得

PK( T ( t ) x - x 0) [ PK( x - x 0) + Q
t

0
l im
Ey 0

J
[
s
E]E x - x 0, - y 0\ �

+
Kds

[ PK( x - x 0) + Q
t

0
[ T ( t ) x - x0, - y 0]

+
Kds

引理证毕# 

定理 313的证明,对 x I D(A ) ,如果T ( t ) x 在t = t 0 > 0处有导数
d
dt
T ( t ) x

t = t
0

= y ,由

引理 314得知对一切 h > 0有

PK( T ( t 0+ h) x - x 0) [ PK( T( t 0) x - x 0)

+ Q
h

0
[ T ( t 0+ s) x - x 0, - y0]

+
Kds

上式两端除以 h > 0,并让 h y 0
+
,由引理 211 ( � ) ,有

[ T ( t 0) x - x 0, y ]
+
K [ [ T ( t 0) x - x 0, - y 0]

+
K

由引理211( � )即得

[ T ( t 0) x - x 0, y + y0]
-
K [ [ T ( t 0) x - x 0, y ]

+
K+ [ T( t 0) x - x0, y 0]

-
K

   = [ T( t 0) x - x 0, y ]
+
K- [ T( t 0) x - x0, - y 0]

+
K [ 0 (3111)

由条件( � ) ,对任一 E I (0, t 0) 存在 xE I D (A) 及 yE I AxE使得

xE+ EyE = T ( t0 - E) x

在( 3111)中取 x 0 = xE, y 0 = yE= E- 1( T ( t 0- E) x - xE) 即得

0 \ [ T ( t 0) x - xE, y + E- 1( T ( t0) - E) x - xE) ]
-
K

= [ T ( t 0) x - xE, y + E
- 1
( T ( t0 - E) x - T( t 0) x ) + E

- 1
( T( t 0) x - xE) ]

-
K

= E
- 1
PK( T ( t 0) x - xE) + [ T ( t 0) x - xE, y + E

- 1
( T( t 0- E) x - T( t 0) x ) ]

-
K

\ E- 1PK( T ( t 0) x - xE) - PK( y + E- 1( T ( t0 - E) x - T( t 0) x ) )

即

PK( T ( t 0) x - xE) [ PK( Ey + ( T( t0- E) x - T( t 0) x ) ) ( PK I ( 0, 1] )

从而必然有

FT ( t
0
) x- x

E
( k ) \ FEy+ ( T ( t

0
- E) x- T ( t

0
)x ( k )  ( Pk \ 0) (3112)

故当 E y 0
+
时, xE y T( t 0) x , 因为

Fy+ y
E
( k ) = Fy- E- 1

(T ( t
0
)- T ( t

0
- E)x )+ E

- 1
(T ( t

0
) x- x

E
) ( k )

\ $ Fy- E
- 1
( T ( t

0
)x- T( t

0
- E)x )

k
2� �



故由( 3112) , ( 3113) 及 lim
Ey 0
E- 1( T( t 0) x - T ( t 0- E) x ) = y 即得

Fy+ y
E
( k ) \ Fy- E- 1(T ( t

0
) x- T ( t

0
- E) x )

k
2

� � (

y 1   ( E y 0
+
)

故当 Ey 0
+
时, yE y- y ,于是由条件( � ) , 有T( t 0) x I D (A) ,而且 y I - AT( t 0) x # 证毕# 

k 41 一个未解决的问题

本文末,我们提出下面的一个未解决的问题# 

设( E , F, $)是一完备的Menger PN_空间, A : E y 2E 是一连续的增生映象, 问A 是一m_增

生映象吗 ?
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Abstract

The purpose of this paper is to introduce and study the semi_groups of nonlinear contractions in

probabilistic normed spaces and to establish the Crandall_Liggett. s exponential formula for some kind

of accretive mappings in probabilistic normed spaces. As applications, these results are utilized to
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