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摘� � 要

本文用线化理论分析了整体旋转的理想流体中有一个圆球沿旋转轴作匀速运动时流体的扰

动, 基于旋轴对称流动的假设导出了决定运动稳定性的扰动压力方程和扰动流函数方程�� 用简正

模法分析了扰动流函数方程, 得出了非平凡中性扰动的波数与波速必须满足的约束条件, 并求出

了扰动的精确表达式�� 文中得出结论, 中性扰动共有三种可能的形式��
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� 1�引 � �言

从水中发射的物体在水中穿行时必然会产生扰动, 如何在物体的远处探测到这些扰动并

根据所得信息判定物体的位置、速度以及发射地点是一个重要的问题��由于被发射物体是旋

转的, 所以周围流体相对于与物体同步旋转的参考系作整体旋转, 这是旋转流体中物体运动的

问题��Proudman[ 1] 和 Taylor[ 2] 最早研究这类问题, 他们证明了当物体缓慢运动时, 流动在每一

个垂直于旋转轴的平面上是一样的��Taylor 通过一系列理论分析和实验, 发现物体在旋转流

体中的运动有别于它在非旋转流体中的运动, 且有些差别与边界条件无关
[ 3]��近几十年来, 旋

转流体的研究在地球物理学中最多, 但这种研究都假设 Rossby 数是小量, 与本文所研究的流

动不同��其它方向上近期的研究有:Honji 等的实验[ 4] 研究了底部倾斜的水箱作旋转对热对流

引起流体重力不稳定运动的影响; Gorodtsov
[ 5]
讨论了球对称区域中均匀分布的分层流体因物体

沿一方向平动产生的运动; Iyengar 等[ 6] 分析了形状近似球的物体在微极流体中的缓慢转动��

鉴于中性扰动对流动的稳定性特征有决定性作用, 本文着重讨论物体在旋转流场中运动

产生的中性扰动��为此我们导出了扰动压力和扰动速度的方程, 求解得出三类非平凡中性扰

动, 对这三类扰动的特征作了讨论��通过分析扰动存在的条件, 指出非奇异振荡型长波扰动最

可能被测到��

� 2�扰 动 方 程

我们考虑密度为 �的不可压理想流体充满全空间, 流体以角速度 �旋转,一个半径为 a

的刚性小球沿流体旋转轴负向以速度U 运动��
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已有的理论工作都假设了流动是旋轴对称的( 流动物理量在垂直于旋转轴的平面上沿周

向不变) , 实验结果证明这是合理的[ 7] , 本文仍采用这一假定��根据流动的特点, 我们设立柱坐

标系( x , r , �) ,原点在小球中心, x 轴沿旋转轴, 坐标系绕 x 轴以角速度 � 旋转��记位置向量

为 r 的点处流体速度为 v, 压力为 p , 重力为 F , 坐标系角速度为 �( 沿 x 轴方向) , 则连续性方

程和 Euler 方程是

� � � � ��v = 0

� � � � �v�t + v � � v = F - 2 � � v- � � ( � � r) -
1
� � p

设流体的静水压力是 p 0, 若记扰动压力的某种度量是

� � � � P =
p - p 0

�
-

1
2
�2

r
2

因为 � � ( � � r) = - � (2
- 1
�

2
r

2
) , 则Euler 方程成为

� � � � �v�t + v � � v + 2 � � v = - � P (2�1)

根据流场的旋轴对称性, 我们有 ���= 0��

设流场受到扰动( v x , vr , v�)这里 vx , v r, v�是其平方及乘积可以忽略的小量, 受扰压力是

P ,则流动满足(2�1)��保留一阶小量,则得

� � � � �/�t + U�/�x动 v x = - �P / �x (2�2)
� � � � �/�t + U�/�x

� ��扰 动

v r - 2 �v� = - �P /�r (2�3)
� � � � �/�t + U�/�x卷第v� + 2 �vr = 0 (2�4)

连续性方程是�
�vx
�x +

1
r
�
�r ( rv r) = 0 ( 2�5)

从( 2�3) 和( 2�4) 消去 v� ,我们有

� � � � �
�t + U

�
�x xp

2

+ 4�2 o f
vr = -

�
�t + U

�
�xr_
�P
�r

利用( 2�5) 消去 vr 并将(2�2)代入,我们得到压力扰动的方程

� � � � �
�t + U

�
�x m� � �为步

2 �2P
�x 2 +

�2
P

�r2 +
1
r
�P
�r�6 + 4�

2 �2P
�x 2 = 0 (2�6)

我们也可以从( 2�2) 和( 2�3) 消去 P

� � � � �
�t + U

�
�x粘性

�v x
�x -

�vx
�r 规律- 2 �

�v�
�x = 0

引入扰动流函数 � 使vx =
1
r
� �
�r , vr = -

1
r
� �
�x

并将 v�用(2�4) 代入,则流函数满足的方程是

� � � � �
�t + U

�
�x

� � �s

2 �2 �
�x2 +

�2 �
�r 2 -

1
r
� �
�r 动腔+ 4�2 �2 �

�x 2 = 0 (2�7)

( 2�6) 和( 2�7) 的比较说明扰动压力和扰动流函数的方程相似, 压力方程中的 Laplace 算子

对应流函数方程中的 Stokes 算子��两个方程都可以作基本方程, 但下面的分析中将处理流函

数方程, 因为: ( 1) 对旋轴对称流动, 研究流函数更适宜; ( 2) 我们注意, 若压力显式出现在边界

条件中, 前面对压力所作的变换使求解更困难��

流函数的边界条件是, 离旋转轴无穷远处无扰动, 即

� � � � 1
r
� �
�r � 0, � 1

r
� �
�x � 0� � (当 r � � ) (2�8)
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小球表面扰动速度为零, 但对 Euler 方程我们一般不能要求切向速度为零, 所以作为边界条件

我们要求

� � � � �
r

2
+ x

2
= a

2

1
r
� �
�r nx -

1
r
� �
�x nr �� � 沿 dS = 0 (2�9)

即穿过小球表面没有净流量, 其中 S 是球面面积, nr 和 nx 分别是球面单位外法向量在 r 方向

和x 方向的分量��

� 3�分 � �析

我们用简正模法求解扰动流函数的方程, 即设扰动是

� � � � � = e
i�( x- ct ) �( r ) ,

此处 �是实的波数,波速 c 可以是复数��将 � 代入方程(2�7)得

� � � � �2( U- c)
2 d

2 �
dr

2 -
1
r
d�
dr

- �2 �� + 4�2 �2 � = 0 (3�1)

由于中性扰动的 c 是实数, 从上式看出我们可以要求本征函数 �是实函数��

以下我们寻找非平凡中性扰动, 先看两种特殊情况��若 �= 0 则任意函数 � 均满足

(3�1) ,但这时流函数与 x 无关,这种解不是我们感兴趣的沿 x 轴方向传播的扰动��

若 �� 0,而 U- c= 0 则只能得到平凡解 �= 0��

对于 �� 0, U- c � 0 的一般情况, 方程(3�1) 是

� � � � d
2 �
dr

2 -
1
r
d�
dr

+ 4 �2
/ ( U- c)

2
- �2 3� = 0

经变换 �( r )= rf ( r) 我们得到

� � � � d
2
f

dr
2 +

1
r

df
dr

+
4 �2

( U - c)
2 - �

2
-

1

r
2( 2 f = 0 (3�2)

记 E= 4�2
/ ( ( U- c)

2
)- �2 ,则方程(3�2)的解在

i) 2 �/ | U - c | > �时, f ( r ) = C1J 1( Er ) + C2Y1( Er )

式中, J 1, Y1 分别是第一类和第二类一阶 Bessel 函数��

ii) 2�/ | U - c | < �时, f ( r) = C3I 1( Er ) + C4K 1( Er )

其中, I 1, K 1 分别是第一类和第二类一阶虚宗量 Bessel 函数��

iii) 2�/ | U- 1 | = �时f ( r ) = C5 r + C6/ r

上面的 C i ( i= 1, � , 6) 都是常数��

由于流函数

� � � � � = e
i�( x- ct ) �( r ) = e

i�(x- ct)
rf ( r )

扰动速度是

� � � � Vr = -
1
r
� �
�x = - i�ei�( x- ct)

f ( r)

� � � � Vx =
1
r
� �
�r = e

i�(x- ct)
f �( r ) +

f ( r)
r

�

� � �

根据 Bessel 函数在无穷远处的渐近性质, z � �时

� � � � J 1( z ) � 0, Y1( z ) � 0, J�1( z ) / z � 0, y�1( z ) / z � 0

� � � � I 1( z ) � � , I�1( z ) / z � 0, K 1( z ) � 0, K�1( z ) / z � 0
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为满足远离旋转的边界条件( 2�8) , 当 i) 2�/ | U- c | > �时C1, C2 不受限制; ii) 2�/ | U- c | <

�时C3= 0; iii) 2�/ | U- c | = �时C5= 0��

根据小球表面的边界条件( 2�9) , 我们有

� � � � �
r

2
+ x

2
= a

2

- i�f ( r ) nr + f �( r) +
f ( r )
r

� 3 nx数 的 e
i�( x- ct )

dS = 0

换用球坐标系( R , �, �) ,它与极坐标系的关系是

� � � � x = Rcos�, � r = Rsin�, � �= � ,

因此有

� � � ��
�

0
- i�af ( asin�) sin

2
�+ f ( asin�) + f �( asin�) asin�

� �( =

cos � e
i�acos�

d�= 0

由于�
�

0
( � ) d�= �

�
2

0
( � ) d�+�

�

�
2

( � ) d� , 经变量代换边界条件是

� ��
�
2

0
- �af ( asin�) sin2�cos( �acos�) + [ f ( asin�)

+ f �( asin�) asin�] cos�sin( �a cos�)� d�= 0

即� f ( asin�) sin�sin( �a cos�) � 0�当 �� 0

Bessel 函数在原点的性质是

� � � � z � 0 时, � J 1( z ) � 0, � z Y1( z ) �- 2/ �, � zK 1( z ) � 1

所以小球表面的边界条件是

i) 2 �/ | U - c | > �时, sin( �a) C2 = 0

ii) 2�/ | U - c | < �时, sin( �a) C4 = 0

iii) 2�/ | U- c | = �时, sin( �a) C6 = 0

容易看出, 此边界条件与波数 �有关, 因此波数将影响解的性质��

� 4�讨 论 和 结 论

以上分析表明中性扰动的波数与波速是相互关联的, 其中波数是决定性质的关键因素��

根据波数的取值我们有

若 �= n�/ �( n 自然数) , 即 sin( �a)= 0 则小球表面的边界条件恒满足,我们得到

i) �型扰动: 2�/ | U- c | > �时, f ( r )= C1J 1( Er )+ C2Y1( Er )

ii) �型扰动: 2 �/ | U- c | < �时, f ( r )= C4K 1( Er )

iii) �型扰动: 2 �/ | U- c| = �时, f ( r )= C6/ r

若 �� n�/ a( n 自然数) ,即 sin( �a) � 0,则在三种情况下边界条件分别是 C2= 0, C4= 0, C6=

0, 于是仅在 2�/ | U- c | > �时有非平凡中性扰动f ( r )= C1J 1( Er) ,显然这就是�型扰动��综

合上述,非平凡中性扰动共有三种类型��

在 r= 0, �型和�型扰动都有一阶奇性, �型扰动可能没有奇性,但如果有奇性则也是一

阶的��

三种扰动在 r � �时的性态各不相同,由于

�型扰动 f ( r ) ~ 2/ �r C1sin( r - �/ 4) - C2cos( r - �/ 4)
� � *

�型扰动 f ( r ) ~ C4 �/ 2re- r
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�型扰动 f ( r ) ~ C6/ r

所以趋于零的速度�型扰动最慢, �型扰动最快, �型扰动居中��从扰动的变化规律可以

看出, �型扰动的 f ( r )正负值都有,是振荡函数, �型扰动和�型扰动的 f ( r )是取值恒正或恒

负的单调函数��我们还可以发现�型扰动是一种横波( 它的 vx = 0) , 与 �型扰动或 �型扰动

都不同��因此对于三种扰动的迭加, 我们可以根据 r � �时各种扰动趋于零的不同速度以及

变化规律的不同将测到的信号分解出来��

图� 1

如果我们在波数 �和波速 c 的平面上将非平凡中性扰动的存在区域标出( 见图 1, 虚线不

包含) ,则可以看出, 由于 �型扰动存在区域的上边界和下边界都以直线 c= U 为渐近线, �增

大时存在区域的宽度不断减小,所以根据面积分布我们相信实际能测到的扰动主要是 �型扰

动,其波数 �一般比较小(即扰动是长波) ,而且由于奇性扰动仅在 �=
n�
a

( n 自然数) 时存在,

所以扰动一般没有奇性��值得注意的是,在能量分布上奇性扰动占不小的比例,所以奇性扰动

也很重要,但它的能量集中在 x 轴附近,如何检测是一个难题��

我们得到结论:

( 1) 非平凡中性扰动共有三类, 其中有一类是横波��

( 2) 最可能测到的中性扰动是无奇性的振荡型长波��

( 3) 奇异中性扰动的能量较大, 且能量集中在流体的旋转轴附近��

应当指出, 我们的模型是理想流体的运动, 所以某些中性扰动在 r= 0有奇性,如果考虑流

体的粘性,则扰动的奇性将不会出现,而转化成扰动强度在流体的旋转轴上有一个大的峰值��

此外, 如果计及非线性效应,则中性扰动在 r � �时的衰减规律将有变化,但我们相信三类扰

动的区别仍是明显的��
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D i s t u r b a n c e s t o a R o t a t i n g F l u i d w i t h a S p h e r e

M o v i n g a l o n g t h e A x i s o f R o t a t i o n

Le Jia chun

( Departm ent of Engineer in g M echan ics and Techn ology ,

Ton gji Un iver sity , Shangha i 200092, P . R . Chin a )

Abstr a ct

In this paper, the disturbaces to a unifo rmly rotating ideal fluid, with a sphere moving steadily a-

long the ax is of ro tation are analysed by using linearization theo ry, the equations of disturbance pre s-

sur e and disturbance stream function governing the stability o f mo tion ar e derived ba sed on the as-

sumption that the flow is ro tational symmetric. The equation o f disturbance stream function is ana-l

ysed with the method of no rmal modes, and the constraints on w ave number and wave velo city of the

nontrivial neutral disturbances ar e established and the exact expression of the neutral disturbances ar e

obtained. The conclusion is draw n that there are three kinds o f possible forms o f neutr al distur-

blances.

Key w ords  rotating fluids, mo tion of body , small disturbances, stability
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