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摘   要

本文对 Bingham 流体给出了双罚函数逼近和正交投影的隐式求解方法# 这个方法把 Bingham

流体处理为承受不等式应力约束的 New ton 流体的逼近解# 有效地模拟了可以出现流动或不流动

的/ 刚性核0的 Bingham 流体的流动问题# 

关键词  Bingham 流体  罚函数  正交投影  有限元

中图分类号  O242, O351

k 11 引   言

Non_New ton流体的 Bingham 模型与 New ton流体的主要区别在于它由两个参数控制:应

力屈服极限和粘性# 当应力状态在屈服极限以下时材料为刚体; 当超过屈服极限时材料以准

Now ton方式流动[ 1, 2, 7]# 因此, 流体在流动的过程中常常产生一些流动或不流动的/刚体0核,

这些核的形状和大小取决于流体应力状态,且在瞬态流动过程中是变化的# 这种特性体现在

石油开采和混凝土技术中的某些原油和水泥中# 根据 Stangroom ( 1990) [ 3]和其它大量研究工

作
[ 4]

,也可以用 Bingham 塑性模型来描述电流变体( ER)# 因此, 关于 Bingham 流体的数值模

拟的研究, 特别是电流变体在结构振动控制, / Smar0润滑等方面的应用,已越来越引起人们的

注意# 大多数的研究工作都集中在一些特殊的问题的解析解和数值解上[ 1, 6]
, 更一般情况的

三维数值模拟还很少见到# 

本文首先通过引进两种适当大的粘性系数把流体处理为近似不可压和屈服极限以下的近

似刚性,并且采取/正交投影0的方法对应力的强度施加约束# 逐渐增大这两种粘性系数使解

答逼近 Bingham 流体的解;在有限元方法中, 采用了减缩和选择积分的技术以克服压力/锁0
的问题;在数值方法上, 给出了可以使用一维变带宽存储的 Pre_Bi_CG法和 New ton_Raphson

方法求解非对称的非线性方程组; 在时间域内使用无条件稳定的后 Euler 时间积分格式# 为

了更便于说明本文方法的有效性, 本文对变截面管道的流动问题进行了数值模拟# 稳定后的

结果出现三个/刚体核0, 以及除边界附近外的大约 45度的流动带# 结果的合理性说明了本文

的方法是成功的# 
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k 21 本构 模型

211  Bingham流体的特性定律

根据 Bingham流体的定义,它的散逸函数为[ 2]

RijD ij = 2g( D II )
1/ 2

+ 4GD II (211)

这里 g 和G分别是流体的屈服极限和粘性系数; D ij是应变率分量:

D ij =
1
2
( v i , j + v j , i )

其 v i 是质点的速度分量,并且 D ij服从约束

D kk = div v = 0

即 Bingham 塑性材料是不可压缩; 而

D II =
1
2
D ijD ij

是张量 D ij和 混的第二不变量# 

于是,对 D II X0, 特性定律为

Rij = pDij + gD ij / D
1/ 2
II + 2GD ij (212)

其中 p 为应力张量的球面部分,若 D II = 0,应力张量不确定# 

从式( 212)并结合散逸函数( 211) , 容易得到 R1/ 2
II 和D

1/ 2
II 的关系为

R1/ 2
II = g + 2GD 1/ 2

II ( 213a)

这里, RII被定义为

RII =
1
2
RDijR

D
ij

其中 RDij是应力偏量的分量, 即

RDij = Rij -
1
3
DijRkk

又从式( 212)可以知道

D ij / D
1/ 2
II = RDij / R

1/ 2
II ( 213b)

因此,从式( 212)可以得 Bingham流体偏量部分的特性定律为[ 2]

D ij =
1

2G
31 - g/ R1/ 2

II 4RDij (214)

其中,3#4被定义为

3x 4=
x ,   当 x \ 0

0,   当 x [ 0

212  Bingham流体的逼近

综合上述, Bingham 流体具有下面主要性质:

1) 流体是不可压缩的, 即

D kk = 0

2) 应力状态在屈服极限以下为刚性,即

D ij = 0,   若 R1/ 2
II [ g

3) 应力状态在屈服极限以上具有粘性且应变率张量与应力偏量张量成比例, 即
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D ij / D
1/ 2
II = RDij / R

1/ 2
II

对于约束 1)和 2)引进两种人工粘性使

Rkk = KD kk ( 215a)

R
D
ij = 2LD

D
ij ( 215b)

D
D
ij = D ij -

1
3
D kkDij ( 215c)

其中 K和 Lm G分别是对应于体积应变率和偏应变率的粘性系数# 实质上, 当 Ky ] 时, 这个

本构关系描述的正是 Newton流体的逼近形式# 

进一步,修改屈服极限为

g
*

= g
L

L- G
( 215d)

则 Bingham 流体的逼近模型是

Rij = KD kkDij + P k(2LD
D
ij ) (216)

其中 Pk是 Rij在凸集K :

K = R | R = Rij分 , I R
6
, Rij = Rj i , F ( R) [ 0I� �(

F ( R) = R1/ 2
II - ( g

*
+ 2GD1/ 2

II )

上的正交投影算子# 

可以证明

RDij = Pk( 2LDD
ij ) =

2LDD
ij ,      当 2LD1/ 2

II [ g
*
+ 2GD1/ 2

II

2GDD
ij + g

* D
D
ij

D
1/ 2
II

,  当 2LD 1/ 2
II \ g

*
+ 2GD1/ 2

IIi n

(217)

事实上,根据正交投影定义, RDij = Pk(2LD
D
ij )满足下面极小化问题:

    min
R

1
2 ( R

D
ij - 2LD

D
ij ) ( R

D
ij - 2LD

D
ij ) + CF ( R)

S1t C\ 0, F ( R) [ 0, CF ( R) = 0

其中 C是 Lagrange乘子# 根据 Kuhn_Tucker 最优性必要条件,对于 C> 0可以得到

RDij = 2LDD
ij - C

RDij
2R1/ 2

II
= 2LDD

ij - C
D

D
ij

2D1/ 2
II

(218)

代入上式到

F ( R) =
1
2
RDij R

D
ij� � �

1/ 2

- ( g
*
+ 2GD1/ 2

II ) = 0

中,可求出 C,再代入到( 218)式则得到( 217)式# 

本构模型( 216)具有性质:

1) 应力张量是应变率张量的连续函数;

2) 当 Ky ] 和 Ly ] 时, g
* y ] ,且在 312节将证明

D kk y 0和 D
D
ij y 0   当 R

1/ 2
II [ g

因此,可用本构模型( 216)逼近 Bingham 流体模型( 214)# 而 K和 L实际上是惩罚因子# 

k 31 虚功 方程

下面给出 Bingham流体的有限元的分析方法# 
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311  时间积分法

采用 Euler 描述,则动力方程有下面的弱形式

Q8
D ij ( w ) Rij ( v ) d 8 + Q8

Qw i ( v i, j v j + Ûv i ) d 8

= Q8
w ibid 8 + Q#

f

w i f id # (311)

这里 v i i� � (是满足速度边界条件的速度场, w i是 对 是/检验0速度场, Ûv i 这是加速度矢量, Q是物

质密度, bi 是体积力矢量, f iG� 是外力矢量,应力张量 Rij

� � (

满足本构方程(216) # 

使用广义梯形法则[ 2] ,有

v
t
i = v

t- $ t
i + Ûv tCi $t , Ûv t

Ci = (1- C) Ûv t- $t
i + CÛv ti

[$t ] 是时间间隔; 这里, C I [ 0, 1]# 当 C = 0, 是前 Euler 法 (前差分 ) ; C= 015 是

Crank_Nicolson法(梯形法则,或中点法则) ; 当 C= 1,是后Euler法(后差分)# 在这篇文章中,

我们仅讨论后 Euler 法# 这时有

Ûv t
i = ( v

t
i - v

t- $t
i ) / $t (312)

于是得 t 时刻速度场 v
t
i 的虚功方程

Q8
D ij ( w ) Rij ( v

t
) d 8 + Q8

Qw i ( v
t
i , j v

t
j + Ûv t

i ) d 8

= Q8
w ib

t
i d 8 + Q#

f

w i f
t
id # (313)

详细地,

Q8
KD ii ( w ) D kk( v

t
) d 8 + Q8

D
D
ij ( w ) Pk [ 2LD

D
ij ( v

t
) ] d 8

+ Q8
Qw i ( v

t
i , j v

t
j + Ûv t

i ) d 8 = Q8
w ib

t
i d 8 + Q#

f

w i f
t
i d # (314)

它的 New ton_Raphson迭代求解格式为

Q8
KD ii ( w ) D kk( $v

t
) d 8 + Q8

D
D
ij ( w )$ Pk [ 2LD

D
ij (v

t
) ]

%

d 8

+ Q8
Qw i ( v

t
i , j $v

t
j + $v t

i, j v
t
j + $Ûv t

i ) d 8

= Q8
w ib

t
i d 8 + Q#

f

w i f
t
i d # - Q8

KDi i ( w ) D kk(v
t
) d 8

- Q8
D

D
ij ( w )Pk [ 2LD

D
ij (v

t
) ] d 8 - Q8

Qw i ( v
t
i , j v

t
j + Ûv t

i ) d 8 (315)

312  双罚函数逼近的收敛性
( 314)式进一步可以写为

Q8
KD ii ( w ) D kk( v

t
) d 8 + Q8

1

2LDD
ij ( w )D

D
ij (v

t
) d 8

+ Q8
2

D
D
ij ( w ) [ 2GDD

ij (v
t
) + g

*
D

D
ij ( v

t
) / D

1/ 2
II (v

t
) ] d 8

+ Q8
Qw i [ v

t
i , j v

t
j + ( v

t
i - v

t- $t
i ) / $t ] d 8

= Q8
w ib

t
i d 8 + Q#

f

w i f
t
i d # (316)
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其中 8 = 8 1 G 8 2# 设速度场 v
t
ij� � � 对任意检验函数 w i) 满足虚功方程(316) 和位移边界条

件,取检验函数 w i� �� = v
t
i

� � =

且位移边界条件为零, 则

Q8
KD ii ( v

t
) D kk(v

t
) d 8 + Q8

1

2LDD
ij ( v

t
) D

D
ij (v

t
) d 8

+ Q8
2

D
D
ij (v

t
) [ 2GDD

ij (v
t
) + g

*
D

D
ij (v

t
) / D

1/ 2
II ( v

t
) ] d 8

+ Q8
Qv ti [ v

t
i , jv

t
j + ( v

t
i - v

t- $t
i ) / $t ] d 8

= Q8
v
t
ib

t
i d 8 +Q#

f

v
t
i f

t
id # (317)

若每项积分都可积, 则当 Ky ] 和 Ly ] 时,由于对域内任一点有

D ii ( v
t
) D kk(v

t
) \ 0, D

D
ij (v

t
) D

D
ij ( v

t
) = 2DII \ 0

所以对整个域 8 内有D kk y 0和对 F( R) [ 0的域 8 1内有 Dij y0# 从而有上一节的性质

2) :

D kk y 0和 D
D
ij y 0当 R1/ 2

II [ g

k 41 数 值分 析方 法

411  有限元逼近
方程( 314)是以速度场 v

t
i

� �3 13
为未知量的非线性方程# 设

v
h
i ( x) = <

q
(x) Diju

q
j (411)

命

N
q
ij = <q (x) Dij (411)c

则( 411)式为

v
h
i ( x) = N

q
iju

q
j

或

v
h
( x) = N

q
j u

q
j (411)d

这是速度场 v
t
i

� �(

的有限维逼近# 其中 u
q
i 4是 v

h
i 在取定基

<1
, <2

, ,, <n

下的分量, n 是维数# 在有限元方法中, <q 和 u
q
iw 通常叫形函数和节点速度# D kk和D

D
ij 分别

被逼近为

D kk( v
h
) = <

q
, kDkBu

q
B

和

D
D
ij (v

h
) =

1
2
( <q, j DiB+ <q, i DjB) -

1
3
<q, kDkB Di ij� � $u

q
B

用 v
h
i

Q

� ��

和 w
h
i �代替方程(314) 中的 v

t
i

� �v �

和 w i

� �(8

,则得到非线性方程(314) 的以 u
q

v i" " �t 为

未知量的 Galerkin逼近的有限维非线性方程组

Q8
KD ii (N

p
A ) D kk(v

h
) d 8 + Q8

D
D
ij (N

p
A ) Pk [ 2LD

D
ij ( v

h
) ] d 8

+ Q8
h QN

p
iA( v

h
i , j v

h
j + Ûvhi ) d 8 - Q8

h N
p
iAb

t
i d 8 -Q#

f

N
p
iA f

t
i d#
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= 0 ( p = 1, 2, ,, n; A= 1, 2, 3) (412)

有限维非线性方程组( 412)的 New ton_Raphson迭代格式可以给出如下

J
pq
AB( v

h
)$u

q
B = - r

p
A( v

h
) (413)

其中

J
pq
AB( v

h
) = Q8

h KD ii ( N
p
A ) D kk(N

q
B ) d 8 + 2LQ8

( 1- ; ) DD
ij (N

p
A ) D

D
ij ( N

q
B ) d 8

+Q8
; 2GDij (N

p
A ) D ij (N

q
B ) + g

D ij ( N
p
A ) Dij (N

q
B )

D
1/ 2
II ( v

h
)

8

-
D ij ( N

p
A ) D ij ( v

h
) D kl ( v

h
) D kl ( N

q
B )

D
3/ 2
II ( v

h
)

d 8

+Q8
QN p

iA v
h
i , jN

q
jB+ v

h
jN

q
iB, j +

1
$t

N
q
iB有 d 8 ( 414a)

; =
0,   当 F (2LDij ) < 0

1,   当 F (2LDij ) \ 0k
( 414b)

为 Jacobi矩阵,

r
p
A( v

h
) = Q8

KD ii (N
p
A ) D kk(v

h
) d 8 + Q8

D
D
ij ( N

p
A ) Pk [ 2LD

D
ij (v

h
) ] d 8

+ Q8
h QN

p
iA( v

h
i , j v

h
j + Ûv h

i ) d 8 - Q8
h N

p
iAb

t
id 8 - Q#

f

N
p
iA f

t
i d # (415)

为残余力向量# 

应该注意地是, 无论在什么应力状态下流体为不可压# 因此,为了克服压力锁的问题,在

计算 Jacobi矩阵和残余力向量时,对( 414a)式中的第一项积分和( 415)式中的第一项积分需要

采用非正常的 recuced和 selected积分的技术[ 5]# 

412  非对称方程组求解进一步改进

用标准的 New ton_Raphson 方法求解非线性方程组( 413) , 每次迭代必须首先形成 Jacobi

矩阵和残余力向量( 414 ) 415) ,然后解线性方程组( 413)# 这不仅计算量很大,而且非对称的

Jacobi矩阵( 414a, b)需要较大的计算机内存# 为了克服这两个缺点, 我们把 Jacobi矩阵( 414a,

b)分成对称和反对称两部分# 用 S
pq
AB( v

h
)表示对称矩阵, U

pq
AB( v

h
)为反对称矩阵,则

J
pq
AB( v

h
) = S

pq
AB( v

h
) + U

pq
AB( v

h
)

定义

S
pq
AB( v

h
) = [ J

pq
AB( v

h
) + J

qp
BA( v

h
) ] / 2

U
pq
AB( v

h
) = [ J

pq
AB( v

h
) - J

qp
BA( v

h
) ] / 2

可以得到

S
pq
AB( v

h
) = Q8

h KD ii (N
p
A )D kk (N

q
B ) d 8 + 2LQ8

(1 - ; ) D
D
ij ( N

p
A ) D

D
ij ( N

q
B ) d 8

+ Q8
; 2GD ij (N

p
A ) D ij (N

q
B ) + g

D ij (N
p
A )D ij (N

q
B )

D
1/ 2
II ( v

h
)

#
2

-
D ij ( N

p
A ) Dij ( v

h
) D kl ( v

h
) D kl (N

q
B )

D
3/ 2
II ( v

h
)

�d 8

+ Q8
Q

1
$t

N
p
iAN

q
iB+ N

p
iAD ij ( v

h
) N

q
jB
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+
1
2
(N

p
iAv

h
jN

q
iB, j + N

p
jA, iv

h
iN

q
jB= ) d 8 ( 416a)

其中     ; =
0,   当 F (2LD ij ) < 0

1,   当 F (2LD ij ) \ 0
( 416b)

和

U
pq
AB( v

h
) = Q8

1
2
( N

p
iAv

h
j N

q
iB, j - N

p
jA, iv

h
iN

q
j B) d 8 (417)

( 413)式也可以写为矩阵的形式

J( v
h
) $u = - r( v

h
) ( 418a)

J( v
h
) = S( v

h
) + U( v

h
) ( 418b)

考虑到 Jacobi矩阵的非对称性和尽量减少计算机存储,我们给出预处理的双共轭梯度法

( Pre_Bi_CG)求解方程( 418a, b)# 其具体求解步骤为

R0 = - r( v
h
) - J$u0

�R0 = - r( v
h
) - J

T
$u0 N

n \ 1 :

SR
*
n- 1 = Rn- 1

S�R*
n- 1 = �Rn- 18

]
R

*
n- 1

�R*
n- 1

Qn = 3R*
n- 1, �R

*
n- 14

Bn = Qn / Qn- 1

vn = R
*
n- 1+ Bnvn- 1

�vn = �R*
n- 1+ Bn�vn- 1� �

pn = Jvn

�pn = J
T�vn�

Rn = 3�vn , pn4

An = Qn/ Rn

$un = $un- 1+ Anvn

$�un = $�un- 1+ An�vn

Rn = Rn- 1- Anpn

�R n = �Rn- 1- An�pn

在这个算法中, 预处理矩阵 S是对称的, 可以用一维向量存储;又因为是常矩阵, 只须形成

并 Cholesky 分解一次;求解 R
*
n- 1和�R

*
n- 1时仅仅进行回代, 这只相当于矩阵和向量相乘的计算

量;矩阵 J(或 J
T
)和向量相乘可以使用( 418b)且 U(或 U

T
)和向量相乘可以在单元量级上进

行,节省了矩阵 J的存储# 

413  数值计算过程

分别使用不同时刻及迭代过程中的 Jacobi矩阵, 可以得到不同的算法# 如 Newton_Raphson

迭代格式和修正的 Newton_Raphson迭代格式# 从而对 Pre_Bi_CG 方法提供不同的预处理矩阵 S

# 

标准的 New ton_Raphson迭代及预处理双共轭梯度法的数值计算过程为:

1) 给定初始速度和常数 k> 1
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2) 对时间增量步进行循环

211) 给定初始罚参数 K和 L

212) 对罚参数循环

a) New ton_Raphson迭代

a11) 计算残余力向量( 415)

a12) 计算对称矩阵( 416a, b)和反对称矩阵( 417)

a13) 对称矩阵进行 Cholesky 分解

a14) 用 Pre_Bi_CG方法解线性方程组( 418a, b)

a15) 检查残余力向量的范数是否满足要求的精度# 如果满足, 则结束 New ton_Raphson

迭代

b) 更新罚参数: Kz kK和 Lz kL

c) 检查不可压约束和刚性约束是否满足( F ( R) < 0)# 如果满足, 则结束罚参数循环,转

到 2)

为了加快收敛速度, 可以进一步使用一维收索的方法# 本文不进一步讨论这一问题# 

k 51 算   例

变截面管道和有限元网格如图 1所示# 左端给定 x 方向流速按抛物线 v 1 = 4 Vy (1 -

y / h ) 分布, 其中 V 为中点的流速(最大) , y 方向流速为零( v 2 = 0) ;右端给定压力为零; 其它

边界给

图 1 Bingham流体在变截面管道中的有限元网格示意图

图 2  接点上的质点运动速度矢量的终点

按有限元网格的规则连接示意图

定速度为零( v 1 = v 2 = 0)# 取管道窄截面宽度为1m,宽截面宽度为2m,窄截面长度为 2m ,
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宽截面宽度为 4m, 时间增量 $t = 10- 6s, 屈服极限 g = 103Pa,罚参数 K= 71142857 @ 104Pa

s/ m, L= 71142857 @ 103Pa s/ m ,粘性系数 G= 1Pa s/ m,常数 k = 5# 采用四节点等参元,计

算 10步, 结果基本稳定# 为了更清楚地说明问题,将起点在节点上的质点运动的速度矢量的

终点按有限元网格的规则连接起来(虚线网格) , 如图 2 所示# 虚线网格保持正方形的为刚

性,即应力状态在屈服极限以下# 否则,应力状态达到或超过屈服极限, 发生流动# 从图中

可以看出,除了沿着管道壁发生流动外,在截面变化处有大约 45度的流动带# 在宽截面的左

下角附近,速度为零(不动的刚体核)# 在管内有两个流动的刚体核# 

k 61 结   论

Bingham 流体的流动是一个高度非线性问题, 而且具有不可压缩和刚性两个约束条件# 

因此,有限元数值计算很困难# 本文给出的双罚函数 ) 正交投影法有效地解决了这个问题# 

用这个方法对三维的变截面管道问题进行计算,同样具有很好的收敛性和稳定性,由于结果显

示的困难, 本文未予列出# 但对于高 Reynolds数的情况下, 也有类似于 Navier_Stokes 方程解

的收敛性和稳定性问题# 
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An Implicit Solution of Bi_Penalty Approximation

with Orthogonality Projection for the Numerical

Simulation of Bingham Fluid Flow

Sha Desong   Guo Xinglin   Gu Yuanxian
( St at e Key Labor a tor y of St r uctu r a l An a lysis of In du st r ia l Equ ipm en t , Depa r tm ent of

En gineer in g Mechan ics , Dalian Univ er sity of Technology , Da lian 116023, P . R . Chin a )

Abstract

An implicit algorithm of Bi_penalty approximation with orthogonality projection for the numer-i

cal simulation of Bingham fluid flow problems is proposed in this paper. A Newton fluid flow with two

kinds of artificial viscosity subjected to the inequality constraint is introduced to approximate the

Bingham fluid flow. This approach can effectively simulate the Bingham fluid flow with floating rigid

cores or fixing rigid cores.

Key words  Bingham fluid flow, penalty, orthogonality projection, finite element
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