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摘   要

本文给出了基于小波尺度函数展开的高阶导数及其在伽辽金有限元法中有关联的导数乘积

积分的计算格式,从而实现了将小波伽辽金法用于求解高于二阶导数微分方程边值问题的数值计

算,使其在结构力学问题求解中成为可能# 数值算例表明:本方法具有良好的计算精度# 

关键词  小波理论的应用  尺度函数  高阶导数运算  Galerkin FEM  梁板弯曲

中图分类号  O242, O343

k 11 引   言

小波理论是近年来形成和发展迅速的一种数学工具# 它在信号分析、图象识别、函数逼

近和微分方程求解等领域得到广泛应用# 早期, 它由于能有效提取高阶微弱信号而得到理论

界和工程界的重视[ 1] , 而今, 这一方法已被推广到微分方程的数值求解中[ 2]# 特别是在与伽

辽金法相结合用于求解两点边值问题方面, 它在对区域进行自动划分后, 试函数可由小波函

数给出, 具有精度高和收敛速度快的特点# 然而, 由于小波函数(或其尺度函数)的基函数的

高阶(二阶以上)导数计算的困难, 目前小波伽辽金法只用于二阶微分方程的边值问题中(如:

电磁场中的Laplace方程, Poison 方程等) [ 3) 5]# 由于结构力学中的梁、板、壳方程通常是由 4

阶(或 4阶以上)的微分方程构成的边值问题, 因而有关小波基函数(或尺度函数)的高阶导数

的计算格式以及其导函数乘积的积分运算成为小波伽辽金法在结构力学问题中能否成功运用

的关键# 

本文将给出有关小波理论中尺度函数(二阶以上)高阶导数和它们乘积的积分运算格式,

从而使小波伽辽金法在结构力学中的运用成为可能# 与此同时,以梁、板弯曲问题为算例,显

示了本方法的精度与可靠性# 

k 21 基本 概念

211  尺度函数与小波函数

定义 1  函数 <( x ) I L 2 被称为一尺度或膨胀函数,如果 <( x )满足以下性质:

( 1) 存在一序列集合 p ( kns ) k I Z,使
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<( x ) = E
k

p ( k ) <(2x - k ) (211)

成立:

( 2) 基 <n, k ( x ) 摘  n , k I Z满足正交性条件

Q
]

- ]
<n , k( x ) <n, l ( x ) dx = Dkl (212)

于是 Pf ( x ) I L
2,记变换

A n f ( x ) = E
k

an, k<n, k( x ) (213)

an, k = 3f ( x ) , <n, k( x )4= Q
]

- ]
f ( x ) <n, k( x ) dx (214)

其中

    <n, k ( x ) = 2n/ 2<( 2nx - k ) (215)
( 3) 函数空间的集合

V n = E
k

ak<n, k( x ) ; n, k I Z, ak I R的 (216)

具有以下关系

( � ) V n < V n+ 1;

( � ) A n f ( x ) I V n\A nf (2x ) I V n+ 1 ;

( � ) A n f ( x ) I V n\A nf ( x + 2- n
) I V n;

( � ) lim
ny ]

V n = G
n
V n  在 L

2
( R ) 中 ;

( � ) lim
ny- ]

H
n
V n = ª 重;

( � ) 集合 <( x - k )系, 构成 V 0的一 Riese或无条件基,即存在常数 A 和B (0 < A [ B <

] ) 使

A E
k I Z

| ck |
2 [ E

k I Z
c k<( x - k )

2

2 [ B E
k I Z

| ck |
2

对于平方求和序列空间 l 2 中的任意序列 ck8� �9 9 1I l 2成立# 

这里,系数 p ( k ) 称为滤波系数, 通常只有有限个非零# 

定义 2  如果存在一序列 q ( k ) nk I Z 使得函数

W( x ) = E
k

q ( x ) <(2x - k ) (217)

满足以下条件:

( 1) 函数序列

    Wn, k( x ) = 2n/ 2W(2nx - k ) ( 218a)
是正交的,即

    Q
]

- ]
Wn, k( x ) Wm, l ( x ) dx = DmnDk l ,   m, n, k , l I Z ( 218b)

或半正交的:

Q
]

- ]
Wn, k ( x ) Wm, l ( x ) dx = Dmn ,   m, n, k , l I Z ( 219)

或是双正交的:

Q
]

- ]
�Wn, k ( x ) Wm, l ( x ) dx = DmnDkl ,   m, n , k, l I Z ( 2110)
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其中 �Wn, k( x ) 为函数 Wn, k( x ) 的一个对偶# 

( 2) 对于任意函数 bk ,由基函数 Wn, k( x ) 张成的函数空间

W n = E
k

bkWn, k( x ) ; n, k I Z , bk I R

� � ( 2

具有

( � ) V n+ 1 = V n Ý Wn ;

( � ) 对于不同的整数 m, n, W n 与 Wm 正交 ;

( � ) Ý ]
n= - ] Wn = L

2
( R ) ;

则函数 W( x ) 称为一基(母) 小波函数,而 Wn, k ( x ) 称为此小波函数的基函数# 

212  分解与重构

在获得满足定义 1和定义 2的条件的尺度函数 <( x ) 和小波函数 W( x ) 后,可给出尺度函

数变换

A n f ( x ) = E
k

an, k<n, k( x ) ( 2111)

an, k = 3f ( x ) , <n, k( x )4= Q
]

- ]
f ( x ) <n, k( x ) dx ( 2112)

算子   A n: L
2
( R ) I f ( x ) | y A nf ( x ) I V n ( 2113)

和小波函数变换:

Dn f ( x ) = E
k

bn, kWn, k ( x ) ( 2114)

bn , k = 3f ( x ) , Wn, k( x )4 = Q
]

- ]
f ( x ) Wn, k( x ) dx ( 2115)

算子   Dn: L
2
( R ) I f ( x ) | y D nf ( x ) I W n ( 2116)

确定一函数或信号过程 f ( x ) 的系数 an, k和bn, k的过程称为分解过程;而 A n f ( x ) 和 Dnf ( x )

的求和则分别称为 f ( x ) 在尺度函数和小波函数意义上的重构# 当 n 足够大时,不难发现:

f ( x ) U A n f ( x ) = E
k

an, k<n, k ( x ) ( 2117)

而 Dn f ( x ) 表征了 f ( x ) 的高频部分# 其实, 由定义 2可得:

f ( x ) = E
n

E
k

bn, kWn, k( x ) ( 2118)

从而 f ( x ) 被分解为不同频率的部分,而 k 表征了函数的位置# 因此, bn, k同时刻画了一函数

或信号 f ( x ) 的频率与位置的特征# 

k 31 Daubechies小波函数及其导数

311  尺度函数和小波基函数

在 Daubechies小波函数中,系数 p ( k ) 和 q ( k) 通常取为偶数个非零项,用数 N 识别有

<N ( x ) = E
2N- 1

k= 0

pN ( k ) <N (2x - k ) ( 311a)

WN ( x ) = E
2N- 1

k= 0
qN ( k ) <N (2x - k ) ( 311b)

它们满足正交规一化条件:

Q
]

- ]
<N ( x ) <N ( x - k ) dx = D0k   k I Z ( 312a)
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Q
]

- ]
<N ( x ) WN ( x ) dx = 0 ( 312b)

Q
]

- ]
<N ( x ) dx = 1 ( 312c)

图 1 Daubechies小波尺度函数

  表 1 Daubechies滤波系数 pN ( k )

k

pN ( k)

N = 2 N = 3 N = 4 N = 5

0     016830127     014704672     013258034     012264190

1 111830127 111411169 110109457 018539435

2 013169873 016503650 018922001 110243269

3 - 011830127 - 011909344 - 010395750 011957669

4 - 011208322 - 012645072 - 013426567

5 010498175 010436163 - 0104560113

6 010465036 011097026

7 - 010149869 - 0100882680

8 - 0101779197

9 010047174

除此之外, Daubechies小波函数认为其尺度函数变换能用来精确地表征出不大于 N 阶的幂级

数,即
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      E
N

r = 0

Arx
r
= E

]

k= - ]
c k<N ( x - k) ( 313a)

由此得到

Q
]

- ]
x
r
WN ( x ) dx = 0   ( r = 0, 1, 2, ,, N ) ( 313b)

当取     qN ( k ) = (- 1)
k
pN (1 - k ) (314)

时, ( 312b)自动满足# 将( 311)代入( 312)、( 313)便得到确定系数 pN ( k )的非线性代数方程组# 

表1给出了 N = 2, 3, 4, 5时 pN ( k )的值# 在获得 pN ( k)后,便可由( 311a)和( 312c)得到 <N ( x )在

整数点上的代数方程用于确定整数点上的 <N ( k )值, 再由( 311a)可给出二分点 k2
- n
上的 <N

( x )的函数值# 这样, 尺度函数 <N ( x )便可构造得到# 然后由( 311b)可获得小波基函数 WN

( x )# 有关 Daubechies小波的尺度函数的图象见图 1# 

312  Daubechies小波尺度函数的导数计算

由于小波函数是用数值表示的,其导数计算必须采用特殊方式以保证有效的精度# 由膨

胀方程( 311a)两边求 d 阶导数得:

<( d)N ( x ) = E
2N- 1

k= 0
a
( d)
k <( d)N (2x - k ) (315)

其中

    a
( d)
k = 2dpN ( k) (316)

由于

    supp <N ( x ) = [ 0, 2N - 1]

有

    supp <
( d )
N ( x ) A [ 0, 2N - 1]

于是对( 315)式将 x 在[ 0, 2N - 1] 区域的整数点上取值,便得:

<( d)N ( 0) = a
( d)
0 <( d )N (0)

<( d)N ( 1) = a
( d)
0 <( d )N (2) + a

( d )
1 <( d )N (1) + a

( d )
2 <( d )N ( 0)

, ,

<
( d)
N ( 2N - 2) = a

( d)
2N- 3<

( d)
N ( 2N - 1) + a

( d )
2N- 2<

( d)
N (2N - 2)

+ a
( d)
2N- 1<

( d)
N (2N - 3)

<( d)N ( 2N - 1) = a
( d)
2N- 1<

( d)
N ( 2N - 1)

写成矩阵形式则为

[ A]
( d)
[ 5 ] ( d) = 0 (317)

其中[ 5 ] ( d )= [ <(d )N ( 0) , <( d )N ( 1) , ,, <( d)N ( 2N - 1) ] T , [ A] ( d)为其系数构成的矩阵# 显然

[A]
( d)为奇异矩阵# 为了求得[ 5 ] ( d)的非零解,可以附加如下条件:

取

    x
d
= E

]

k= - ]
c k<N ( x - k) (318)

则

    ck = 3x d , <N ( x - k )4

= E
d

i= 0

C
i
d k

d- i3x i , <N ( x )4= E
d

i= 0

C
i
d k

d- i
A i (319)
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其中

    A i = 3x i , <N ( x )4  ( i = 0, 1, 2, ,, d ) ( 3110)
考虑到膨胀方程( 311a)、( 3110)式,可得到递推关系

A i = 2
- ( i+ 1) E

2N- 1

k= 0
E
i

j = 0
C
j
i k
i- j
pN ( k ) A j ( 3111)

从而可得到 A 0, A 1, ,, A d# 然后代入(319) 就可得到 ck# 对(318) 两边求 d 阶导数后, 在

<N ( x ) 的支撑域内任一整数点处取值(不妨取 x = 0) 得

    E
2N- 1

k= 0
ck<

( d)
N ( x ) = d! ( 3112)

将( 3112)式补充到( 317)式的矩阵方程中,我们就得到整数点处 <N ( x )的 d阶导数值<( d)N ( j ) ,

j I Z# 再由

<( d)N
x
2

尺度= E
2N- 1

k= 0

2dpN ( k) <
( d)
N ( x - k ) ( 3113)

可以给出二分点 i / 2
n
, i , n I Z=� ��处<

( d )
N ( x ) 的值# 

这样, 依本文提出的方法, 一旦 <
( d)
N ( x ) 数值给出后,对于任一 f ( x ) I L

2
( R ) ,从尺度函

数变换就可给出 f ( x ) 的 d 阶导数的数值曲线# 

k 41 在梁、板弯曲问题中的应用

在传统伽辽金法中, 要求试函数 hk 满足预先给定的边界条件# 而若将小波理论与伽辽金

法结合,选试函数为小波尺度函数的基函数, 由于这样的基函数与边界条件无关,因此,除得到

由微分方程导出的代数方程外,加入与边界条件相应的代数方程联立求解即可# 

411  梁的弯曲问题
对于 Euler_Bernoulli梁,不难通过无量纲化将其边值问题表为

d
4
u

dx
4 = q ( x ) ,   0 < x < 1 (411)

固支端: x = 0或 x = 1: u =
du
dx

= 0 ( 412a)

简支端: x = 0或 x = 1: u =
d

2
u

dx
2 = 0 ( 412b)

自由端: x = 0或 x = 1: d
2
u

dx
2 =

d
3
u

dx
3 = 0 ( 412c)

设( 411)式的解为
u( x ) U Amu ( x ) = E

k

am, k<m, k( x ) (413)

将( 413)代入( 411)并取 <m, j ( x )为权函数, 得到

Q
1

0
<m, j ( x )

d
4

dx
4 E

k

am, k<m, k( x( ) - q ( x( )� � )dx = 0 (414)

记

kj k = Q
1

0
<m, j ( x )

d
4

dx
4 <m, k( x ) dx (415)

f j = Q
1

0
<m, j ( x ) q( x ) dx (416)
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[ K] = [ kj k ] , [ F] = [ f j ] , [ a] = [ am, k ]

则( 414)化为以下矩阵形式的代数方程
[ K] [ a] = [F] (417)

梁的边界条件提供了 4个补充方程,如两端简支, 有

u(0) = E
k

am, k<m, k( 0) = 0, ud(0) = E
k

am, k<
d
m, k( 0) = 0

u(1) = E
k

am, k<m, k( 1) = 0, ud(1) = E
k

am, k<
d
m, k( 1) = 0  

(418)

将( 418)补充到( 417)中后,便可求得与原边值问题相关联的小波伽辽金解# 

412  板的弯曲问题

为了简便, 这里我们仅讨论矩形薄板,并用直角坐标系表示其板的位置# 与梁弯曲方程类

似,通过无量纲化,不难给出其板弯曲问题的边值方程:

¨4
u( x , y ) = q ( x , y ) ,   0 < x , y < 1 (419)

四边简支时,

u | x = 0 = u | x = 1 = 0, u | y= 0 = u | y= 1 = 0

52u
5 x 2

x= 0
=
52u
5 x 2

x= 1
= 0,

52u
5y 2 y= 0

=
52u
5 y 2 y= 1

= 0
( 4110)

在二维小波理论中, 尺度函数的基函数 <m, j , k( x , y )取为

<m, j , k ( x , y ) = <m, j ( x ) <m, k( y ) ( 4111)

不难证明 <m, j , k( x , y )满足其规范正交条件# 令

u( x , y ) U A mu( x , y ) = E
j , k

am, j , k<m, j , k ( x , y ) ( 4112)

将( 4112)代入( 419)中并取 <m, jc, kc( x )为权函数进行加权积分, 得到关于待定系数 am, j , k的代

数方程为

[ K] [ a] = [F] ( 4113)
其中系数矩阵[ K]和非齐次列阵[ F]的元素为

kjckc, jk = Q
1

0Q
1

0
<m, jc, kc( x , y ) ¨4<m, j , k( x ) dxdy ( 4114a)

f jc, kc = Q
1

0Q
1

0
q( x , y ) <m, jc, kc( x , y ) dxdy ( 4114b)

边界条件的补充方程为

u(0, y ) = E
j , k

am, j , k<m, j , k(0, y ) = 0 ( 4115a)

u(1, y ) = E
j , k

am, j , k<m, j , k(1, y ) = 0 ( 4115b)

u( x , 0) = E
j , k

am, j , k<m, j , k( x , 0) = 0 ( 4115c)

u( x , 1) = E
j , k

am, j , k<m, j , k( x , 1) = 0 ( 4115d)

52u (0, y )
5 x 2

= E
j

E
k

am, j , k<
d
m, j (0) <m, k( y ) = 0 ( 4115e)

52u (1, y )
5 x 2

= E
j

E
k

am, j , k<
d
m, j (1) <m, k( y ) = 0 ( 4115f )
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52u ( x , 0)
5y 2

= E
j

E
k

am, j , k<m, j ( x ) <
d
m, k(0) = 0 ( 4115g )

52u ( x , 1)
5y 2

= E
j

E
k

am, j , k<m, j ( x ) <
d
m, k(1) = 0 ( 4115h)

将( 4115)补充在( 4113)中,便可求出待定系数 am, j , k ,从而近似解( 4111)便可获得# 对于其它

边界条件,可类似得到# 

k 51 计算 结果

这里,我们取分解水平 m= 0,并将原[ 0, 1]区域变换到 Daubechies小波尺度函数的紧支

撑域[ 0, 2N - 1]上进行计算# 图 1给出了 N = 2, 3, 4, 5(即分别标为 D4, D6, D 8, D 10)的

Daubechies小波函数 <N ( x )的图象# 为了表明本文导数计算的有效性,图 2给出了 f ( x )=

015sin2x 由本文导数计算方法所得结果与精确值的比较# 然后, 对于载荷为 q ( x ) = 110(常
载) , q( x )= x 作用下不同边界的梁的弯曲进行了求解# 图 3和图 4分别就这两组载荷在两

端

图 2  本文方法对 01 5sin2x 的

导数值与精确值的比较

简支( S_S)、一边固支一端简支( C_S)情况下由 N

= 5 Daubechies小波尺度函数在 m = 0时的解与

精确解进行了比较# 图 5展示了简支矩形板在分

布载荷

q( x , y ) = 4P4sin( Px ) sin( Py )

作用下 x 方向和y 方向板中心线的变形曲线# 图

中给出了 N = 3, 4, 5的小波伽辽金有限元解与精

确解的比较# 由这些数值结果可以看到小波有限

元解法应用于梁板弯曲具有好的精度, 并且随着

支撑域(或 N )的增大趋近于精确解# 在一般情

况下, 对于梁板弯曲问题 N = 5时小波有限元解

具有足够的精度# 

( a) S_S 支承梁           ( b) C_S 支承梁

图 3 本文的小波近似解与精确解的比较( q ( x ) = 1)
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( a) S_S 支承梁           ( b) C_S 支承梁

图 4 本文的小波近似解与精确解的比较( q ( x ) = x )

     ( a) 周边简支板在 x = 015 处           ( b) 周边简支板在 y = 01 5处

挠度随 y 变化的曲线 挠度随 x 变化的曲线

图 5  本文的小波近似解与精确解的比较( q( x , y ) = 4P
4
sinPx sinPy )
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A ppl ica ti on s of Wa vel et Gal erk in F EM to B endin g

of B eam and P la te Stru ctur es

Zhou Youhe   Wang Jizeng   Zheng Xiaojing

( Depa r tm en t of Mechanics , Lanzhou Un iver sity , Lanzhou 730000, P . R . China )

Abstra ct

In this paper, an approach is proposed for taking calculations of high order differentials of sca-l

ing functions in wavelet theory in order to apply the wavelet Galerkin FEM to numerical analysis of

those boundary_value problems with order higher than 2. After that, it is realized that the wavelet

Galerkin FEM is used tosolve mechanical problems such as bending of beams and plates. The numer-

ical results show that this method has good precision.

Key w ords  applications of wavelet theory, scaling functions, operation of high_order derivations,

Galerkin FEM, bending of beams and plates
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