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摘   要

本文研究了已具有静变形的受周期激励作用下浅拱在 1: 2内共振条件下的分岔特性,进而按

系统的运动形式将整个参数平面分成不同的区域,得到了物理参数平面上浅拱的定常运动分布情

况,结合数值分析方法详细分析了系统在各个区域内特别是 Hopf 分岔区域内系统的动力学特性,

指出系统模态相互作用的规律及其通向混沌的过程# 

关键词  浅拱  内共振  定常运动  分岔  混沌

中图分类号  O323

k 11 引   言

假设受周期激励作用的浅拱具有一阶模态的基础上进行的动态特性研究已有许多成果问

世[ 1, 2] ,但当周期激励浅拱具有初静变形时, 系统的一阶模态和二阶模态会产生内共振,此时

单模态假设不成立, 系统两共振模态之间会产生相互作用, 系统的能量会在其低阶和高阶模态

之间相互传递[ 3, 4, 5] ,为进一步分析系统能量传递规律及其在参数平面上的运动分布, 本文研

究了在 1: 2 内共振条件下系统的分岔特性,进而按系统的运动形式将整个参数平面分成不同

的区域,得到了物理参数平面上浅拱的定常运动分布情况, 结合数值分析方法详细分析了系统

在各个区域内特别是 Hopf 分岔区域内系统的动力学特性, 指出在Hopf 分岔域内其Hopf 分岔

解会通过一系列的倍化周期分岔进入混沌,在混沌域中稳定的周期一解窗口又会随着参数的

变化通过倍周期分岔走向混沌,在混沌域中还会发现有稳定的周期三窗口# 

k 21 模型及运动方程

考虑图 1所示的浅拱,设浅拱在未加横向周期荷载 p ( x , t ) 前已有初始挠度 w ( x , t ) ,加

载后产生动态挠度为 w ( x , t ) ,其无量纲运动方程为[ 5, 7]

&q 1+ B1Ûq 1+ (1 + 2q20) q1 - 3 q0 q
2
1- 4q 0 q

2
2 + q

3
1
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图 1  模型

+ 4 q1 q
2
2- K0 + Qcos( Ct ) = 0

( 211a)
&q 2+ B2Ûq 2+ 16 q2 + 4q 2( q

2
1+ 4q 2

2- 2q 0 q1) = 0

( 211b)
其中, q0为静变形幅值, q1, q 2分别为一、二阶模态幅

值, K0 为静变形荷载参数, Q, C分别为周期激励的幅值和

频率,定义 Q1 = q 1- q 0, Q2 = q2,当 Q= 0,时有静态平

衡点

Q
3
10- Q10( q

2
0- 1) = K0 - q 0, Q20 = 0 (212)

为方便起见,重新定义 q1, q2,令

Q1 = Q10+ Eq 1,    Q 2 = Q20+ Eq2

B1 = ED1,    B2 = ED2,    Q= E2 L

( E n 1) (213)

图 2  1: 2内共振条件

将( 213)、( 212) 代入( 211)有
&q 1+ X2

1 q 1+ E[ D1Ûq 1+ 3Q 10 q
2
1+ 4Q 10 q

2
2

+ Lcos( Ct ) ] + E2( q 3
1+ 4q 1 q

2
2) = 0

( 214a)
&q 2+ X

2
2 q 2+ E( D2Ûq 2+ 8Q 10 q 1 q2)

+ E2(16q
3
2+ 4q21 q 2) = 0 ( 214b)

其中, X
2
1 = 3Q

2
10+ (1- q

2
0) , X

2
2 = 4[ Q

2
10+ (4-

q
2
0) ] ,图 2中的实线是 X1 U 2X2,即产生 1: 2内共

振的条件# 

k 31 平均方程及其分岔

图 2 给出了 q0_K0 平面上系统(214a, b) 产生 1: 2内共振的条件, 即当( q0, K0) 选取在该实

线上,系统(214a, b) 将产生 1: 2 内共振# 设

X2
1 = C2

- ER1,  X2
2 =

1
4
C2
- ER2 (311)

令 p 1 = q1, p 2 = q2,且

qi = 2a icos( Xit + Ht ) , p i = - Xi 2ai sin( Xi t + Hi )  ( i = 1, 2) (312)
由平均法可得

Ûa1 = E - D1a1+
2Q10 2a1a2

C
sin( H1- 2H2) + L

2a1

2C
sinH1

  2¨
( 313a)

a1ÛH1 = E -
R1
C
a1+

Q 10 2 a1a2

C
cos( H1 - 2H2) + L

2a1

4C
cosH1

  h(

( 313b)

Ûa2 = E - D2a2-
8Q10 2a1a2

C
sin( H1- 2H22 )� � -3

( 313c)

a2ÛH2 = E -
R2
C
a2+

4Q 10 2a1a2

C
cos( H1- 2H2)� ( 313d)
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化到直坐标,令

ui = 2a icos( Hi ) , v i = - 2a isin( Hi )   ( i = 1, 2) (314)

将( 314)代入( 313a, b, c, d)有

Ûu 1 = E -
D1
2
u 1-

R1
C
v 1+

2Q10

C
u 2 v 2

� � (K

( 315a)

Ûv 1 = E
R1
C
u 1-

D1
2
v 1 -

L
2C

-
Q 10

C
( u

2
2- v

2
2) ) ( 315b)

Ûu 2 = E -
D2
2
u 2-

R2
C
v 2+

4Q10

C
( u2 v 1- u 1 v 2)� � ( ( 315c)

Ûv 2 = E
R1
C
u 2-

D2
2
v 2 -

4Q 10

C
( u1u 2+ v 1 v 2)1

� � (q

( 315d)

考虑( 313a, b, c, d) 的定常解,令 Ûa1 = Ûa2 = ÛH1 = ÛH2 = 0,有以下几种情况# 

( 1)单模态运动定常解( a1 X 0, a2 = 0)

a1 =
L2

2( D21 C
2
+ 4R21)

, tgH1 =
D1C
2R1

(316)

( 2)复合模态运动定常解( a1 X 0, a2 X 0)

a1 =
D22C

2
+ 4R22

128Q2
10

, a2 = a
?
2

R1R2
C
2 -

D1D2

4是� � � ? F,即�

8Q2
10

(317)

其中, F =
4Q 2

10 L
2

C4
-

D1D2 + R1R2
2C

X� � �2

2

, +0 =
R1R2
C2

-
D1D2

4
(# ,参见表 1# 

    表 1 解的情况

+ 0    F > 0 a2 解的个数 a 2的解

+0 > 0   +0 \ F 2 +0 ? F

     +0 < F 1 +0 + F

+0 < 0  | +0 | [ F 1 +0 + F

     | +0 | > F 0

为研究定常解的稳定性, 考虑( 315a, b, c, d) , 令 p = ( u1, v 1, u2, v 2)
T
, p 0 = ( u10, v 10,

u20, v 20)
T
, p 0 为定常解, 由( 315a, b, c, d)有

pc = H ( p ) (318)
令

p = p 0+ q (319)
其中, p 0 为(315a, b, c, d) 的定常解,即H ( p 0) = 0,将( 319) 代入( 315a, b, c, d) ,考虑一次近似

有

qc= 5H
5 p -

p= p
0

q ( 3110)

其中
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J = [ F ij ] =
5H
5 p

� � i

p= p
0

=

-
D1
2 -

R1
C

2Q 10

C v 20
2Q 10

C u20

R1

C
-
D1
2

-
2Q 10

C
u20

2Q 10

C
v 20

-
4Q10

C
v 20

4Q 10

C
u20 -

D2
2
+

4Q10

C
v 10 -

R2
C
-

4Q 10

C
u10

-
4Q 10

C
u20 -

4Q10

C
v 20

R2
C
-

4Q10

C
u10 -

D2
2
-

4Q10

C
v 10

# # (
( 3111)

如果 Jacobi矩阵 J 的所有特征值均具有负实部, 则定常解 p 0= ( u 10, v 10, u 20, v 20)
T 稳定,令

det ( J - KI ) = K4+ A 3K
3
+ A 2K

2
+ A 1 K+ A 0 = 0 ( 3112)

由 Routh_Hurw itz 准则,当( 3112)中
A 0 = det( J ) > 0, A 1 > 0, A 2 > 0, A 3 > 0

A 1A 2A 3- ( A 0A
2
3+ A

2
1) > 0 ( 3113)

时, ( 3112)中所有 K均具有负实部,定常解稳定# 当( 3112)中

A 0 = 0, A 1 > 0, A 2 > 0, A 3 > 0 ( 3114)

时,将具有一简单零特征值,当( 3112)中
A 0 > 0, A 1 > 0, A 3 > 0, A 1A 2A 3- ( A 0A

2
3+ A

2
1) = 0 ( 3115)

将有一对纯虚特征值# 

对于单模态运动定常解( a1 X 0, a2 = 0) ,考虑(3111) 式, 其 Jacobian 矩阵 J 的特征值为

K1, 2+ D1 K1, 2+
D1
2� � �

2

+
R1

C 4 �
2

� � ,参见

= 0 ( 3116)

K3, 4+ D2 K3, 4+
D2
2

! �  
2

+
R2

C
F� �  

2

-
32a1Q10

C2

� � <F

= 0 ( 3117)

设 D1 > 0, D2 > 0,故 K1, 2 均具有负实部,当

D2
2

� � �
2

+
R2
C� �> �

2

-
32a1 Q10

C
2 1

� � ,v

= 0 ( 3118)

时, K3, 4 分别为零和一个具有负实部的值, 由 (3111)、(3117) 可知, 单模态定常解不可能由

Hopf 分岔导致失稳, 只能由简单分岔引起,此时,单模态运动会因(3118) 而导致复合模态运动

# 见图 3# 

图 3  单模态运动到复合模态运动

对于复合模态运动, 考虑( 3111)式,其特征方程为

det ( J - KI ) = K
4
+ A 3K

3
+ A 2K

2
+ A 1K+ A 0 = 0

( 3119)
其中

A 3 = D1+ D2

A 2 =
D1
2

)

� �其 中

2

+ D1D2+
R1

C
4

2

+
32a2Q

2
10

C2

A 1 =
1
4 D

2
1D2+ D2

R1
C

� �+ �

2

+
16a2Q

2
10

C
2 ( D1 + D2)
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A 0 = a2
256Q

4
10

C
4 a2+

32Q
2
10

C
2

D1D2

4
-
R1R2
C2

� �

� � u

( 3120)

由于 a1, a2 表示振动幅值,均为正数,故 A 1 > 0, A 2 > 0, A 3 > 0,当

A 0 = a2
256Q4

10

C4 a2+
32Q2

10

C2

D1D2

4
-
R1R2
C2

2

� � C -

� � 4

= 0 ( 3121)

时,系统将产生鞍结分岔,当

A 1A 2A 3- ( A 0A
2
3+ A

2
1) = 0 ( 3122)

时,系统将产生 Hopf 分岔,鞍结分岔对应于系统定常解的跳跃和滞后, Hopf 分岔对应于系统

的调幅运动# 

( 3118)、( 3121) 、( 3122)所表示的这些转迁集将物理参数平面划分为不同的区域, 而在每

一个区域中其定常解的性质不同, 特别是在其 Hopf 分岔的转迁集内,系统具有十分丰富的动

力学行为, 由于目前解析方法尚不完善, 为揭示系统的复杂动力学行为,我们下面结合具体例

子用数值方法加以说明# 

k 41 数 值 分 析

为进一步给出这些分岔转迁集及定常运动分布情况,我们以数值例子加以分析# 现取 D1

= D2 = 011, Q10 = - 24, L= 018, C= 48,为了表明调谐参数 R1, R2 对系统响应的影响,

图 4 给出了在 R1_R2 参数平面上系统的分岔转迁集# 

图 4  (R1 _R2)平面上的转迁集

这些转迁集将( R1_R2) 平面划分为 ¹ , º , » , »c,
»d, » Ê , ¼, ½ 八个区域# 

在区域 ¹ , º , » , »c中只有单模态运动, 即

a1 X 0, a2 = 0, 且单模态运动是稳定的# 

在区域 »d, » Ê中单模态运动失稳, 产生复合

模态振动,即 a1 X 0, a2 X 0,其中 a1 是稳定的,

而a 2有两支, a2= a
?
2 , ( a

+
> a

-
> 0) ,其中 a

+ 是

稳定的, 而 a
- 是不稳定的, 即 a2 的上支是稳定

的,而下支是不稳定的, 且 a1 随( R1, R2) 而变化,

即没有饱和现象# 

在区域 ¼中单模态运动失稳, 是复合模态运

动,且 a1, a2 都只有一支, 是稳定的, a1 还具有饱

和现象,即在该区域中 a1 不随( R1, R2) 的变化而变化# 

在区域½中复合模态运动失稳,产生调幅运动,即在区域½ 的边界上产生Hopf 分岔,区域

½中的运动极为复杂,下文将给出进一步的数值解# 

在区域 » 到区域 ¼, 区域»c到区域¼,区域 »d到区域 ¼, 区域 » Ê到区域 ¼的转迁边界上

产生树枝分岔# 在区域»d到区域 º ,区域 » Ê到区域¹ 的边界上产生鞍结分岔# 在区域¼到

区域 ½的边界上产生 Hopf 分岔# 

图 5 给出了当 R2 = 214 时, a1, a2 随调谐参数 R1 变化的关系曲线及分岔转迁点# 

当 R1 < - 3115R1 时, 单模态运动 a1 X 0, a2 = 0 稳定,当 R1 = - 3115 时, 产生树枝分岔,
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图 5 R2= 21 4  响应曲线

单模态运动失稳,产生复合模态运动,且 a1 产生饱和现象,即 a1 不随 R1 变化而变化, 当 R1 增

加到- 2174时, 复合模态运动 a1 X 0, a2 X 0失稳,产生超临界Hopf 分岔,当 R1 增加至- 0105
时,产生亚临界 Hopf 分岔,复合模态运动又获稳定,且 a1 仍有饱和现象,当 R1 增加到 3115时
产生树枝分岔, a1 不再有饱和现象,且产生 a2 X 0的不稳定解,当 R1增加到 20143是会产生鞍

结分岔,复合模态运动失稳,产生单模态运动 a1 X 0# 

图 6 R1= - 21 4  响应曲线

图6 给出了当 R1= - 214时, a1 , a2 随调

谐参数 R2 变化的关系曲线及其分岔转迁点# 当

R2 < - 20143时, 单模态运动a1 X 0, a2 = 0稳定,

当 R2 = - 20143 时,产生鞍结分岔, 产生两支 a
?
2

X 0曲线, 且上支 a
+
2 是稳定的,而 a

-
2 是不稳定的

# 当 R2 增加到- 3115时, 产生树枝分岔, 此时 a1

失稳, a
-
2 消失,当 R2 增加到 1172 时, 复合模态运

动失稳, 产生亚临界Hopf 分岔, 系统表现为调幅

运动,当 R2 增加到 3105 时调幅运动失稳, 产生超

临界 Hopf 分岔,复合模态运动重新稳定, 当 R2 增

加到 3125 时复合模态运动失稳,产生稳定的单模态运动 a1 X 0, a2 = 0# 

为了研究Hopf 分岔域内的复杂动力学特性,图 7、8、9、10 给出了 L = 018, 015, 013, 011
时( R1, R2) > 0平面在 R1 < 0, R2 > 0范围内的Hopf 分岔转迁集, 另一转迁域在 R1 > 0, R2 <

0范围内与上述转迁集关于( R1, R2) 轴对称,在此不在画出,参见图 4 中区域 ½ # 

从上图比较可以发现,随着外激励 L即相应周期激励 Q的减小, Hopf 分岔域也变小, 且

Hopf 分岔只发生在 R1R2 < 0 的区内并且关于原点 O 有Z2 对称性# 

在Hopf 分岔域内,系统产生调幅运动, 该运动随着 R1, R2 的变化将进一步走向更为复杂

的动力学现象# 

分析图 7( a)所对应的 Hopf 分岔域内的动力学行为, 即取 L = 018, 下面我们采用数值方

法进行研究,以揭示其在该区域内的动力学行为# 
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( a) L= 01 8               ( b) L= 01 5

( c) L= 01 3               ( d) L= 01 1

图 7 Hopf分岔转迁集

图 8  ( u 1, v 1)相图            图 9 ( u1 , v 1)相图

取 D1= D2 = 011, L= 018, C= 48, Q10 = - 24,对方程(315a, b, c, d) 进行计算# 为

进一步揭示其Hopf分岔域 ½ 内的复杂动力学现象, 现固定 R2 = 3104,图 8, 9, 10, 11, 12 分别

给出了当 R1 = - 210, - 118, - 1169, - 1166, - 1164时( u1, v 1) 不断地由倍化周期分岔导致

混沌的过程# 

当 R1 增加到- 1148时,混沌域中产生周期一解窗口,图13, 14, 15, 16, 17分别给出了当 R1
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图 10  ( u 1, v 1)相图            图 11  ( u 1, v 1)相图

图 12  ( u 1, v 1)相图            图 13  ( u 1, v 1)相图

图 14  ( u 1, v 1)相图            图 15  ( u 1, v 1)相图

= - 1146, - 1142, - 1140, - 1138, - 1137时该周期一窗口通过倍周期分岔进入混沌的过程# 

随着 R1 的继续增加, 混沌解又变成稳定的调幅运动,Hopf分岔解重新稳定, 图18( a) 为 R1

= - 0105 时( u1, v 1) 平面上的相图,图 18( b) , ( c) 为相应的( u 2, v 2) 平面上具 Z2 对称性的两

个并存吸引子, 并存吸引子对应着不同的吸引域# 

在混沌区域 R1 I [- 1136, - 0107] 中,很明显地可观察到周期三窗口,图 19( a) , ( b) 给出

了当 R1 = - 1111 时( u 1, v 1) 周期六及( u2, v 2) 周期三的相图,注意图 19( b) 只给出了一个周

期三吸引子,另一个吸引子与它具有 Z2 对称性# 
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图 16  ( u 1, v 1)相图            图 17  ( u 1, v 1)相图

( a) ( u1 , v 1 )相图            ( b) ( u2 , v 2 )相图

( c) ( u2 , v 2 )相图

图  18

k 51 结   论

周期激励浅拱具有初静变形时,系统的一阶模态和二阶模态会产生内共振,此时单模态假

设不成立# 系统两共振模态之间会产生相互作用,系统的能量会在其低价和高阶模态之间相

互传递,本文通过对 1: 2 内共振条件下系统的分岔特性进行分析,按系统的运动形式将整个参

数平面分成不同的区域, 得到了物理参数平面上浅拱的定常运动分布情况,结合数值分析方法

详细分析了系统在各个区域内特别是 Hopf 分岔区域内系统的动力学特性, 指出在一定条件

下,系统会产生 Hopf 分岔即调幅运动, 在Hopf 分岔域内其 Hopf 分岔解会通过一系列的倍化

周期分岔进入混沌, 混沌域中又会出现稳定的周期 ) 调幅运动窗口, 并且又会通过不断的倍周
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期分岔重新走入混沌,在混沌域中还会发现有稳定的周期三窗口,随着参数的变化混沌解又走

向调幅运动,调幅运动通过亚临界分岔产生稳定的复合模态运动# 

( a) ( u1 , v 1 )相图            ( b) ( u2 , v 2 )相图

图  19
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Steady State Motions of Shallow Arch under Periodic

Force with 1: 2 Internal Resonance on the

Plane of Physical Parameters

Bi Qinsheng  Chen Yushu

( Depta r tm en t of Mechan ics , T ian jin Un iver sit y , T ian jin 300072, P . R . Chin a )

Abstract

The bifurcation dynamics of shallow arch which possesses initial deflection under periodic exc-i

tation for the case of 1: 2 internal resonance is studied in this paper. The whole parametric plane is

divided into several different regions according to the types of motions; then the distribution of

steady state motions of shallow arch on the plane of physical parameters is obtained. Combining with

numerical method, the dynamics of the system in different regions, especially in the Hopf bifurcation

region, is studied in detail. The rule of the mode interaction and the route to chaos of the system is

also analysed at the end.

Key words  shallow arch, internal resonance, steady state motion, bifurcation, chaos
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