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摘   要

本文研究了一类广义强非线性拟变分包含# 在 Hilbert 空间内利用与极大单调映象相联系的

预解算子的性质, 对广义强非线性拟变分包含建立了解的存在性定理和建议了一个新的寻求近似

解的带有误差的近似总算法, 证明了近似解序列强收敛于精确解# 作为特例, 在此领域内的某些

已知结果也被讨论# 
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k 11 引   言

设 H 是具有范数 + # + 和内积3#, #4的Hilbert 空间, C ( H ) 表 H 的一切非空紧子集的

族# 令 T , A : H y C ( H ) 是集值映象, g : H y H 是单值映象和U: H @ H y IR G + ]4 使

得对每一固定的 y I H , U(#, y ) : H y IR G + ]sh 是H 上的真凸下半连续函数且对每一y I
H , g( H ) H dom5U( #, y ) X «# 则寻求 x I H , u I T ( x ) 和 v I A ( x ) 使得 g ( x ) I

dom5 U(#, x ) 和

3u - v , y - g ( x ) 4 \ U( g( x ) , x ) - U( y , x )   ( Py I H ) ( 111)

的问题称为广义强非线性拟变分包含( GSNQVI( T , A , g, U) )# 此问题由 Ding[ 1] 引入和研究# 

特殊情形:

( 1) 如果对一切 y I H , U( x , y ) = U( x ) 和 T 和A 都是单值映象, 则问题( 111) 化归由

Hassouni 和 M oudafi[ 2] 研究的问题( 111)# 

( 2) 如果 K 是H 的一给定闭凸子集和 U= IK 是K 的指标函数,

IK ( x ) =
0 (如果 x I K )

+ ] (否则) ti

则问题( 111) 化归广义强非线性变分不等式问题, 即寻求 x I H , u I T ( x ) 和 v I A ( x ) 使

得 g ( x ) I K 和

3u - v , y - g ( x ) 4 \ 0   ( Py I K ) ( 112)
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( 3) 如果 K : H y 2H 是一集值映象使得每一K ( x ) 是 H 的闭凸子集(或 K ( x ) = m ( x )

+ K , 其中 m : H y H 和K 是H 的闭凸子集) 且对每一固定的 y I H , U( #, y ) = I K (y ) ( #) 是

K ( y ) 的指标函数,

IK ( y ) ( x ) =
0   (如果 x I K ( y ) )

+ ]   (否则)

则问题( 111) 化归广义强非线性拟变分不等式问题, 即寻求 x I H , u I T ( x ) 和 v I A ( x )

使得 g( x ) I K ( x ) 和

3u - v , y - g ( x ) 4 \ 0   ( Py I K ( x ) ) ( 113)

我们观察到问题( 111) 是变分不等式, 变分包含和补问题的各种推广类中的最一般和统一

的形式, 例如见[ 2~ 14]# 

本文目的是对 GSNQVI( T , A , g , U) ( 111) 建立解的存在定理和发展一个求近似解的带

误差的新的近似点算法# 算法的收敛准则也被讨论# 

k 21 预 备 知 识

为了证明我们的主要定理, 我们需要下列概念和结果, 见 Pascali 和 Sburian [ 12]# 

定义 211  设 X 是具有对偶空间X
*
的 Banach 空间, U: X y R G + ]� ) 是真泛函# 称

U在点 x I X 是次可微的如果存在 f
* I X

*
使得

U( y ) - U( x ) \ 3f
*

, y - x4 ( Py I X )

其中, f
*
是 U在 x 的次梯度# 用5U( x ) 表 U在 x 的一切次梯度的集# 称由下式定义的映

象5 U: X y 2X
*

:

5U( x ) = f
* I X

*
: U( y ) - U( x ) \ 3f

*
, y - x4, Py I X�  

为 U的次微分# 

定义 212  令 H 是H ilbert 空间和 G : H y 2H 是极大单调映象# 对任意固定的 Q> 0, 称

由下式定义的映 J
G
Q : H yH :

J
G
Q( x ) = ( I + QG )

- 1
( x )  ( Px I H )

为 G 的预解算子, 其中 I 是H 上的恒等映象# 

引理 211  设 X 是具有严格凸范数的自反 Banach 空间和 U: X y IR G + ]06 是真凸下半

连续函数# 则5U: X y2X
*

是极大单调映象

引理 212  设 G : H y 2
H
是极大单调映象# 则 G 的预解算子 J

G
Q : H yH 是非扩张的, 即

对一切 x , y I H ,

+J
G
Q( x ) - J

G
Q( y ) + [ +x - y +

定义 213  称映象 g: H y H 是

( 1)  C_强单调的如果存在常数 C> 0 使得

3g ( x ) - g( y ) , x - y4 \ C+x - y +2  ( Px , y I H ) ;

( 2)  R_Lipschitz 连续的如果存在常数 R\0使得

+ g( x ) - g( y ) + [ R+x - y +  ( Px , y I H )

定义 214  设 5, 7 : [ 0, ] ) y [ 0, ] ) 是实函数# 称集值映象 T : H y C( H ) 是

( 1)  7_强单调的如果
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3u - v , x - y4 \ 7 ( +x - y +) +x - y +2  ( Px , y I H , u I T ( x ) 和 v I T ( y ) ) ;

( 2)  5_Lipschitz连续的如果
D ( T ( x ) , T ( y ) ) [ 5( + x - y +) +x - y +  ( Px , y I H )

其中, D ( #, #)是 C ( H )上的 Hausdorff 距离# 

k 31 主 要 结 果

我们首先转换问题( 111) 为一个不动点问题# 

定理 111  ( x
*

, u
*

, v
*

) 是问题( 111) 的解当且仅当( x
*

, u
*

, v
*

) 满足下面关系式

g ( x
*

) = J
5U(#, x

*
)

Q ( g( x
*

) - Q( u
*

- v
*

) ) ( 311)

其中 , u
* I T ( x

*
) , v

* I A ( x
*

) , Q> 0 是一常数, J
5U(# , x * )
Q = ( I + Q5U( #, x

*
) )

- 1
是

5 U( #, x
*

) 的预解算子和 I 是H 上的恒等映象# 

证明  设 ( x
*

, u
*

, v
*

) 满足( 311) , 即

g ( x
*

) = J
5U(#, x

*
)

Q ( g( x
*

) - Q( u
*

- v
*

) )

由 J
5U(#, x

*
)

Q 的定义, 此等式成立当且仅当

v
*

- u
* I 5 U(#, x

*
) g ( x

*
)

由次微分5U( #, x
*

)的定义, 此关系成立当且仅当

U( y , x
*

) - U( g( x
*

) , x
*

) \3v
*

- u
*

, y - g ( x
*

) 4 ( Py I H )

因此, ( x
*

, u
*

, v
*

) 是 GSNQVI( T , A , g, U) 的解, 即

3u
*

- v
*

, y - g( x
*

)4 \ U( g ( x
*

) , x
*

) - C( y , x
*

)  ( Py I H )

注 311  由定理 311 知广义强非线性拟变分包含( 111) 等价于不动点问题( 311) # 方程

( 311) 能被改写为

x = x - g ( x ) + J
5U(#, x )
Q [ g ( x ) - Q( u - v ) ] ( 312)

此不动点陈述能建议下面带有误差的近似点算法# 

算法 311  对任意给定的 x 0 I H , u0 I T ( x 0) 和 v 0 I A ( x 0) , 令

x 1 = x 0 - g( x 0) + J
5 U(# , x

0
)

Q [ g( x 0) - Q( u0 - v 0) ] + e0

因 T ( x 1) , A ( x 1) I C( H ) , 存在 u 1 I T ( x 1) 和 v 1 I A ( x 1) 使得

+ u0 - u1 + [ D( T ( x 0) , T ( x 1) ) ,   v 0 - v 1 + [ D ( A ( x 0) , A ( x 1) )

令

x 2 = x 1 - g( x 1) + J
5 U(# , x

1
)

Q ( g( x 1) - Q( u1 - v 1) ) + e1

继续此方法, 我们能定义序列 x n分 别
]
n= 0, un

� �pf �

]
n= 0 和 v n 致 复

]
n = 0 如下: 对一切 n \ 0 ,

x n+ 1 = x n - g( x n) + J
5U(#, x

n
)

Q ( g ( x n) - Q( un - v n) ) + en ,

其中, un I T ( x n ) , v n I A ( x n) 使得

+ un - un+ 1 + [ D( T ( x n ) , T ( x n+ 1) ) ,

+ v n - v n+ 1 + [ D ( A ( x n ) , A ( x n+ 1) ) ,

Q> 0是常数和 en I H , P n \ 0 是考虑计算近似点时可能不精确而产生的误差# 

现在我们证明 GSNQVI( T , A , g , U) ( 111)解的存在性和算法( 311) 的收敛性# 

定理 312  设 T : H y C( H ) 是 7_ 强单调和 5_Lipschitz 连续的, A : H y C( H ) 是
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#_Lipshitz连续的, g: H y H 是K_强单调和R- Lipschitz连续的和 U: H @ H y IR G + ]v" " T ( 使

得对每一固定的 y I H , U(#, y ) 是 H 上的真凸下半连续函数, g ( H ) H dom5 U(#, y ) X «和
对每一 x , y , z I H ,

+J
5U(#, x )
Q ( z ) - J

5U(#, y )
Q ( z ) + [ L+x - y + ( 313)

假设存在常数 Q> 0 和 h I [ 0, 1) 使得对一切 t I [ 0, ] ) ,

k = 2 1 - 2K+ R2
+ L< h , k + Q#( t ) < h

0 < 1 - 2Q7 ( t ) + Q
2
5

2
( t ) < h - k - Q#( t )

lim
t y 0

+
5( t ) < ] , lim

t y 0
+
#( t ) < ]

lim
k y ]

+e k + = 0, E
]

k= 1

+ek - ek+ 1 +
h

k < ]x

( 314)

则由算法 311 定义的带有误差的迭代序列 x n� � �
]
n= 0, un

]
n= 0 和 vn�

]
n= 0 分别强收敛于 x

*
,

u
* 和 v

* 且( x
*

, u
*

, v
*

) 是 GSNQVI( T , A , g , U) ( 111) 的解# 

证明  由算法 311, 引理 212 和条件( 313) , 有

+x n+ 1 - x n + [ + x n - g ( x n ) + J
5U(#, x

n
)

Q ( g ( x n ) - Q( un - v n ) ) + en - ( x n- 1

- g ( x n- 1) + J
5U(#, x

n- 1
)

Q ( g( x n- 1) - Q( un- 1 - v n- 1) ) + en- 1) +

[ + x n - x n- 1 - ( g( x n) - g ( x n- 1)) +

+ +J
5 U(# , x

n
)

Q ( g( x n) - Q( un - vn ) ) - J
5U(#, x

n
)

Q ( g( x n- 1)

- Q( un+ 1 - v n- 1) ) + + +J
5U(# , x

n
)

Q ( g( x n- 1) - Q( un- 1 - v n- 1) )

- J
5U(#, x

n- 1
)

Q ( g( x n- 1) - Q( un- 1 - v n- 1) ) + + + en - en- 1 +
[ 2 +x n - x n- 1 - ( g ( x n ) - g ( x n- 1) ) + + +x n - x n- 1

- Q( un - un- 1) + + Q+v n - vn- 1 + + L+x n - x n- 1 +

+ +en - en- 1 +

因为 g 是K_强单调和R_Lipschitz 连续的, 由应用 Noor[ 9] 的技巧, 我们有

+x n - x n- 1 - ( g ( x n) - g ( x n- 1) ) + [ 1- 2K+ R2 +x n - x n- 1 + # 

因为 T 是 7 _强单调和 5_Lipschitz连续的和 A 是 #_Lipschitz 连续的, 我们有

+x n - x n- 1 - Q( un - un- 1) + [ 1 - 2Q7 ( +x n - x n- 1 +) + Q2 52
( + x n - x n- 1 +)

# +x n - x n- 1 +

+v n - v n- 1 + [ D ( A ( x n ) , A ( x n- 1) ) [ # ( +x n - x n- 1 +) +x n - x n- 1 +

由( 314) 推得

+xn+ 1 - x n + [ [ 2 1- 2K+ R
2

+ 1- 2Q7 ( +x n - x n- 1 +) + Q
2
5

2
( +x n - x n- 1) +

+ Q#( +x n - x n- 1 +) + L] +x n - x n- 1 ++ +en - en- 1 +

= [ k + 1- 2Q7 ( +x n - x n- 1 +) + Q2 52
( +xn - x n- 1 +)

+ Q#( +x n - x n- 1 +) ] +x n - xn- 1 + + +en - en- 1 +

[ h +x n - x n- 1 ++ +en - en- 1 +

[ h
n +x 1 - x 0 ++ E

n

k= 1
h

n- kEk

其中, Ek = + ek - ek- 1 +, 由此推得对任何 m > n > 0, 有
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+x m - x n + [ E
m- 1

j = n

+x j+ 1 - x j + [ E
m- 1

j = n

h
j + x 0 - x 1 + + E

m- 1

j = n
E

j

k= 1

h
j - kEJ k  � 5

因为 h I [ 0, 1) 和由( 314) , E
]

k= 1

Ek

h
k < ] , 我们得到 lim

n y ]
+ x m - x n + = 0 且因此 x n<" " , k

]
n= 0 是

Cauchy 序列# 令 x n y x
*

, n y ] # 因 T 是 5_Lipschitz连续的和 A 是 #_Lipschitz连续的,

我们有

+un+ 1 - un + [ D( T ( x n+ 1) , T ( x n ) ) [ 5 ( +x n+ 1 - x n +) + x n+ 1 - x n +

+v n+ 1 - v n + [ D ( A ( x n+ 1) , A ( x n) ) [ #( +x n+ 1 - x n +) +x n+ 1 - x n +

由条件( 314) 推得 un
]
n = 0 和 v n

*

]
n= 1 也是Cauchy 序列# 令 un y u

* 和 vn y v
* # 由引理

212, 条件( 313) 和 g 的 Lipschitz连续性我们得到

+J
5U(#, x

n
)

Q ( g ( x n ) - Q( un - v n ) ) - J
5U(#, x

*
)

Q ( g ( x
*

) - Q( u
*

- v
*

) ) +

[ +J
5U(#, x

n
)

Q ( g( x n) - Q( un - v n) ) - J
5U(#, x

n
)

Q ( g ( x
*

) - Q( u
*

- v
*

) ) +

+ +J
5U(# , x

n
)

Q ( g( x
*

) - Q( u
*

- v
*

) ) - J
5U(#, x

*
)

Q ( g( x
*

) - Q( u
*

- v
*

) ) +

[ +g ( x n ) - g ( x
*

) + + Q+ un - u
* ++ Q+un - v

* + + L+ x n - x
* + y 0,

n y ]

因为

x n+ 1 = x n - g( x n) + J
5U(#, x

n
)

Q ( g ( x n) - Q( un - v n) ) + en

在上面等式中令 n y ] , 我们得到

g ( x
*

) = J
5(#, x

*
)

Q ( g( x
*

) - Q( u
*

- v
*

) )

由定理 311 知( x
*

, u
*

, v
*

)是 GSNQVI( T , A , g , U) ( 111) 的解# 

系311  设 T : H y C ( H ) 是 A_强单调和B_Lipschitz连续的, A : H y C( H ) 是 C_Lipschitz

连续的, g: H y H 是K_强单调和R_Lipschitz连续的和 U: H @ H y IR G + ] 使得对每一

固定 y I H , U(#, y ) 是H 上的真凸下半连续函数, g( H ) H dom5 U( #, y ) X «和对每一x , y ,

z I H , 定理 312 的条件( 313) 成立# 假设存在常数 Q> 0 使得

k = 2 1 - 2K+ R2
+ L< 1,  A> C( 1 - k ) + ( B2

- C2
) k ( 2- k )

Q-
A+ C( k - 1)

B
2
- C

2 <
( A+ C( k - 1) )

2
- ( B2

- C2
) k ( 2 - k )

B2
- C2

( 315)

则由具有 en = 0, P n \ 0 的算法 311 定义的迭代序列 x nx� � �n
]
n= 0, un n� � 1

]
n= 0 和 vn

! ! (x

]
n= 0 分别强

收敛于 x
*

, u
* 和 v

* 且( x
*

, u
*

, v
*

) 是 GSNQVI( T , A , g , U) ( 111) 的解# 

证明  对一切 t I [ 0, ] ) , 令 7 ( t ) = A, 5( t ) = B和 #( t ) = C# 注意到 en = 0, Pn

\ 0, 容易检验条件( 315) 蕴含定理 312 的条件( 314) 成立# 因此结论由定理 312 推得# 

注 312  如果 U( x , y ) = IK( y ) ( x ) 对一切( x , y ) I H @ H 成立其中 K : H y H 使得每一

K ( y ) 是 H 的一闭凸子集, 则系 311 化归 Ding[ 5] 的定理313的一改进变形# 我们强调在定理

312 和系 311中对 T 和A 的 Lipschitz 连续性假设比在[ 2 ~ 5, 7 ~ 11, 13, 14] 中所作的假设更

弱# 因此定理 312 和系 311 是不同于在[ 1 ~ 11, 13, 14] 中结果的新结果# 
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P roxima l P oi nt Al gori thm wi th Er rors f or Gener a li zed

S tron gl y N onl in ea r Qu as i var i ationa l Inclu si on s

Ding Xieping

( Depar tm en t of Ma them at ics , Sichuan Norm al Un iver sity , Chen gdu 610066, P . R . Chin a )

Abstra ct

In this paper, a class of generalized strongly nonlinear quasivariational inclusions are studied.

By using the properties of the resolvent operator associated with a maximal monotone mapping in

Hilbert space, an existence theorem of solutions for generalized strongly nonlinear quasivariational

inclusion and is established a new proximal point algorithm with errors is suggested for finding ap-

proximate solutions which strongly converge to the exact solution of the generalized strongly nonlin-

ear quasivariational inclusion. As special cases, some known results in this field are also discussed.

Key w ords  generalized stongly nonlinear quasivariational inclusion, proximal point algorithm with

errors
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