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摘 � �要

本文就弱非线性自治系统, 引入了不变流形理论的几何描述, 应用稳定流形定理, Lyapunov

子中心流形定理以及中心流形定理, 给出了非线性模态的定义, 存在条件以及模态的轨道特性��

采用了近似的级数展开方法确定模态子流形及模态运动�� 给出的算例是对本文方法的验证和解

释��

关键词� 非线性� 模态� 不变子流形

中图分类号� O189

� 1� 引 � �言

工程计算中,常见到以系统的线性模态为基矢量去分析非线性系统(例如 Galerkin方法)��

由于缺乏根据,其计算结果难免令人生疑��这使得人们对研究非线性模态产生兴趣��但是,由

于非线性系统固有的复杂性, 使得非线性模态的研究存在着困难��对于非线性动力系统的模

态定义和计算问题, 一直是力学上未能很好解决, 而令众多学者关注的焦点之一��Rosenberg

在六十年代初将保守的非线性多自由度自治系统的正规模态定义为:所有的质量以同一周期

并在同一瞬时通过平衡位置的同步运动
[ 1]��开创了非线性模态研究的先河��此后三十年不

少学者对非线性模态问题进行了研究[ 2~ 7] ��我国学者在八十年代采用 Rosenberg 的定义,对

非线性系统的特征值问题进行了研究[ 6~ 7]��到了九十年代, Shaw 和 Pireer引入了不变流形的

概念, 以几何观点给出了非线性模态的定义
[ 3~ 4]

,扩展了非线性模态的研究方法��他们的定

义如下:非线性自治系统的正规模态是一种发生在系统相空间二维不变流形上的运动,它通过

系统的稳定平衡点, 并在此点切于线性化系统的特征平面�� Jezequel和 Lamarque则给出了用

范式理论表达的非线性模态
[ 5]��

本文根据稳定流形定理, Lyapunov 子中心流形定理以及中心流形定理[ 8~ 13] ,以流形可分

性的观点,论述非线性正规模态的定义、存在条件以及在不变流形上模态振动的轨道特征��特

别是将一类非线性模态明确地定义在一维或二维子流形上,并论证了它们的存在条件��这一

定义适用于保守的和非保守的非线性自治系统��并采用了[ 3]建议的级数展开方法近似确定

模态了流形和模态运动方程, 求解这些方程可以确定模态振子在流形上的运动轨道��文后给
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出两个算例,对本文的定义和方法进行了验证和解释��

� 2� 非线性系统的模态

所谓模态, 对线性系统来说,是将原系统解耦得到一系列的非耦合一阶或二阶方程, 每一

个方程表示在一个一维或二维不变子空间 Ek 上的运动�� 这些子空间即为模态空间,其对应

的方程即为模态方程(此时假定系统没有重特征值, k = 1, 2, � ; n = r + 2c; r , c分别为系统

的实特征值与复特征对的个数[ 11]
)�� 当系统存在重特征值时, 对应于重特征值的模态方程一

般不能解耦,故在下面的讨论中不再考虑存在重特征值的情况 �� 对于任意非线性系统, 如果

能象线性系统那样, 分离出一系列解耦的各自独立的一维或二维的运动方程,而其对应的流形

具有不变性,则此不变流形就是非线性动力系统的非线性模态 �� 然而, 对于任意非线性动力

系统,要寻找这样的流形并非易事�� 下面我们仅限于讨论弱非线性自治系统在其孤立的平衡

点邻近的性态��

对于一般的实非线性动力系统,其运动方程为:

�x = f ( x ) � � ( x � R
n
, f ( x ) � C

r
, r � 1) (2�1)

不失一般性,假定 x= 0是矢量场( 2�1)的平衡点,则存在坐标的线性变换可将此系统化为:

�x = Ax + F ( x , y , z )

�y = By + G ( x , y , z ) � � ( x , y , z ) � R
n
0 � R

n
+ � R

n
-

�z = Cz + H ( x , y , z ) � � n0 + n++ n- = n

( 2�2a, b, c)

其中, ( 2�1)的线性化矩阵 Df ( x ) | x = 0被分解为 A , B 和C ,它们分别具有 n0, n- , n+ 个纯虚

的, 实部为正的或负的特征值�� 设 m = n 0/ 2, m - = ( n- - r - ) / 2及 m+ = ( n+- r+ ) / 2, r- 和

r+ 分别为矩阵B 和C 的实特征值的个数�� 一般来说(2�2) 的三组方程是不可分的,互相之间

不能解耦�� 下面将依据列出的三个定理,讨论其可分的条件��

定理 1� (稳定或不稳定流形定理)

设 n0 = 0, x � 0, 此时(2�2)的后两个方程给出双曲系统�� 在平衡点邻近,矢量场存在两

个 C
r
不变流形, 分别称为相空间的稳定流形和不稳定流形,它们分别与其对应的线性化系统

的不变子空间拓扑同胚, 并在平衡点与之相切[ 12, 13]�� 它们可分为 m - 和 m + 个二维不变子流

形以及 r - 和 r + 个一维不变子流形�� 与矩阵 B 或C相对应,这些子流形分别为稳定的或不稳

定的�� 系统限制在这些子流形上的相流分别是收缩流或扩展流��

定理 2� ( Lyapunov 子中心流形定理)

考虑由方程( 2�2)给定的实 C
1 类Hamiton系统��在平衡点邻近,设矩阵 A 的m 个纯虚特

征对为 � i�j ( j = 1, � , m ) ,若对任一 �j ,方程(2�2) 线性化矩阵的特征值满足条件

�j �
- 1
k � 整数 � (1 � j ; k � m; j � k ) (2�3)

则Hamilton系统有 m 个互异的,局部 C
1的二维不变子中心流形,每一流形由嵌入单参数

类闭轨组成
[ 10] ��

定理 3�根据中心流形定理[ 9, 12, 13]
,考虑 n0 = 2,方程( 2�2a) 的特征对为 � i�1,此时系统

(2�2) 存在一个二维中心流形

( x , y , z ) � R
n
0 � R

n
- � R

n
+
| y = h

c
y( x ) ; z = h

c
z ( x ) , Dh

c
y(0) = 0, Dhc

z (0) = 0

j

(2�4)
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若将 y = h
c
y( x ) ,及 z = h

c
z ( x ) 代入(2�2a) ,可得到该子中心流形的运动方程,系统限制在二

维中心流形上的相流若是周期轨道, 其周期一般不再等于 2�/ �1,而与系统的非线性部份有关,

(由范式理论可知,在保持定性不变的条件下,系统的非线性部份可以只保留到三次项) ��

自然,我们关心 n 0 � 4的情况,由范式理论可以证明, 当 n0 = 4时,在 k 1 �1+ k2 �2 � 0

( | k 1 | + | k2 | � 4, k 1, k 2为整数) 的低阶非共振的情况下,系统的最简形式为三次系统,但其

中含有不能解耦的三次项(采用极坐标) ��

�r 1 = �1 r 1+ a1 r
3
1 + a2 r 1 r

2
2+ � , � ��1 = �1 + �

�r 2 = �2 r 2+ b 1 r
2
1 r 2+ b2 r

3
2+ � , � ��2 = �2 + �

(2�5)

即( 2�2a)的两个成对的方程组之间不能解耦��故在这种情况下,一般不存在上述意义的模态��

此时系统( 2�2)一般只有高于二维的中心流形��
根据以上三个定理, 可以给出弱非线性自治系统的非线性模态定义及存在条件如下:

定义 �若非线性自治系统具有孤立的平衡点,则系统的非线性模态运动是在系统相空间

上的一维或二维不变流形上的运动��这些流形分别与其对应的线性化系统的不变子空间在平

衡点相切, 可以是中心的,稳定的或不稳定的;与中心不变子流形对应的模态运动可以是周期

的或非周期的, 而与稳定子流形或不稳定子流形对应的模态运动则为收缩流或扩张流��这些

一维或二维不变子流形的存在条件可由以上三个定理给出��

以上定义为我们指明了存在非线性模态的一大类非线性系统��它是从几何观点出发,以

流形的可分性作为依据, 明确了非线性模态存在条件以及模态运动的特性��至于上述象( 2�5)
一类高维中心流形一般是不可分的,如果也将它作为模态, 可以叫做高维中心模态��这个问题

尚需进一步研究,在本文中不再予以讨论��

� 3�模态子流形和模态运动的计算

非线性系统的正规模态流形, 以及流形上的模态运动方程, 即使它属于上述定义的类型,

却常难以得到精确解��为计算模态流形和模态振动, 现采用基于 Taylor 级数展开的近似解法

来确定它们��考虑相空间上力学系统的运动方程如下:

�x i = yi , � �y i = f i ( x , y ) � ( i = 1, 2, � , n ) (3�1)
此处, x = ( x 1, x 2, � , x n )

T 代表广义坐标, y = ( y 1, y 2, � , y n)
T 代表广义速度�� f = ( f 1,

f 2, � , f n)
T
代表广义力�� 在许多工程实际问题中,线性化系统只有负实部和纯虚部特征值,

故上述二维模态运动一定存在�� 按照[ 3] ,设模态坐标的( u, v ) ,将所有的位移和速度表示为

该模态坐标(位移 _速度对) 的函数�� 并可任选一对广义坐标,如 x 1 = u, y 1 = v ,即

x 1 = X 1( u, v ) = u, � y 1 = Y 1( u, v ) = v (3�2)

以及可以得到其余 2n - 2个模态方程如下:

x i = X i ( u , v ) , � y i = Y i ( u , v ) � � ( i = 2, � , n) (3�3)

由此可知模态坐标的运动方程

�u = v , � �v = f 1( u, X 2( u, v ), � , X n( u, v ) , v , Y1( u, v ) , � , Y n( u, v ) ) (3�4)
方程( 3�4)表示了一个单自由度系统的运动, 求解此方程可以得到模态运动解,但一般难以得

到精确的解析表达式��对于弱非线性系统,我们可将 X i ( u , v ) 和 Yi ( u, v ) 展开为 Laylor级

数(只写出到三次项) :
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X i ( u , v ) = a1iu + a2iv + a3iu
2
+ a4iuv + a5iv

2

+ a6 iu
3
+ a7iu

2
v + a8iuv

2
+ a9iv

3

Yi ( u, v ) = b1iu + b 2iv + b 3iu
2
+ b4iuv + b5iv

2

+ b6iu
3
+ b7iu

2
v + b8iuv

2
+ b 9iv

3��

(3�5)

将( 3�5)代入( 3�1)中的后2 n - 2个方程, 并比较同类项系数,可得到关于 aij 和bij 的代数方程

组,解此代数方程组,可得到 aij , bij ,进而得到关于 X i ( u, v ) , Y i ( u , v ) 的近似表达式

� 4� 算 � �例

非线性振动系统如图所示(图 1)

算例 1�设图 1中 c1 = c2 = c3 = 0 ,则运动方程为

�x 1 = y 1,

�y 1 = f 1( x 1, y 1, x 2, y 2) = - ( k1 + k 2) x 1+ k 2 x 2- ( g1+ g2) x
3
1+ g 2 x

3
2

�x 2 = y 2,

�y 2 = f 2( x 1, y 1, x 2, y 2) = - ( k2 + k 3) x 3+ k 2 x 1- ( g2+ g3) x
3
2+ g 2 x

3
1

图 1� 计算模型

此系统为Hamilton系统,可以算出它的线性

化矩阵有两对纯虚特征值, 由前面的分析可知系

统具有两个子中心流形,流形上的解为闭轨��令

k 1 = k2 = k3 = 1�0, g1 = 0�5, g2 = g3 = 0,可

按前述方法解出两个模态振子方程为:

模态 1: �u1+ u1+ 0�333u3
1- 0�25u1�u2

1 = 0

模态 2: �u 2+ 3u2 + 0�1932u3
2 - 0�0577u2 �u 2

2 = 0

对应两个模态的流形及模态振动的解由图 2给出��

算例 2�当图 1中的 c1, c2, c3 不全为零时,系统为非线性非保守系统,其运动方程为:

�x 1 = y 1,

�y 1 = f 1( x 1, y 1, x 2, y 2) = - ( k1 + k 2) x 1+ k 2 x 2- ( c1+ c2) y 1

+ c2y 2 - ( g 1+ g 2) x
3
1 + g2 x

3
2

�x 2 = y 2

�y 2 = f 2( x 1, y 1, x 2, y 2) = k2 x 1- ( k 2+ k 3) x 2+ c2 y 1- ( c2+ c3) y 2

+ g2 x
3
1- ( g 2+ g3) x

3
2

可以算得此方程对应的线性化特征值实部为负,根据前述理论, 其对应的非线性模态流形为两

个二维稳定了流形, 模态振子在流形上的解为收缩流��现设 c1 = 0, c2 = c3= 0�3, k 1 = k 2=

k 3 = 1�0, g 1 = g3 = 0, g 2 = 0�5,可得模态振子方程为:

模态 1, �u 1 = v 1,

�v 1 = - 2�9676u 1- 0�7517v 1- 1�1039 u3
1- 0�1930 u2

1 v 1

+ 0�0042u 1 v
2
1+ 0�0015v 3

1

模态 2, �u 2 = v 2,

�v 2 = - 1�0109u - 0�1483v 2 - 0�0321u3
2 - 0�1875 u2

2 v 2
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+ 0�0869u 2 v
2
2+ 0�2349v 3

2

其对应的二维不变流形及模态振子的解由图 3给出��

� � � � �图 2� ( ( a) , ( b) , ( c) , ( d)为模态 1、2的不变非线

性模态表面, ( e) , ( f)为模态振动轨线图)

� 5� 结 � �论

1�当系统为保守的Hamilton 系统时,如非线性系统所对应的线性化系统具有纯虚部特征

值时,其模态子流形为二维中心型,模态振子的相图为闭轨��

2�当系统为非保守系统、且系统所对应的线性化系统具有负实部特征值时, 其模态子流

形为稳定子流形,其模态振子解的相图为收缩流��

3�在计算中我们发现系统的刚度系数和阻尼系数 c 的变化会对非线性模态的性态产生
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影响,出现分岔现象��关于这部份内容的探索,将另文研究��

� � � � � � 图 3� ( ( a) , ( b) , ( c) , ( d)为模态 1、2 的不变非线

性模态表面 , ( e) , ( f)为模态振动轨线图)
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Invariant Sub_Manifolds and Modes of

Nonlinear Autonomous Systems

Zhao Guojing

( Beijing Gradua te School , China Un iver sit y of Min in g and Techn ology , Beijin g 100083, P . R . Chin a )

Wei Jianguo

( College of Ur ban and Ru ral Constr u ct ion , Agr icult ur a l Uni ver sit y of Hebei , Baodin g ,

Hebei 071001, P . R . Chin a )

Abstract

A definition of the modes of a nonlinear autonomous system was developed. The existence con-

ditions and orbits� nature of modes are given by using the geometry theory of invariant manifolds

that include stable manifold theorem, center manifold theorem and sub_center manifold theorem.

The Taylor series expansion was used in order to approach the sub_manifolds of the modes andobtain

the motions of the mods on the manifolds. Two examples ware given to demonstrate the applica-

tions.

Key words� invariant manifold, mode, nonlinear system
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