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摘   要

本文得到了旋转弹性薄壳在一般荷载下轴对称问题的一种简化形式的复变量方程, 该方程准

确度在薄壳理论误差范围,并消除了经线极值奇点; 给出了问题的 Volterra积分方程表述及其数值

解# 

关键词  旋转壳  轴对称  积分方程

中图分类号  O342

k 11 前   言

在任意轴对称荷载下弹性旋转薄壳的 Meisser_Reissner型方程为[ 1~ 3]
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式中, K = Eh
3
/ 12(1- M2) , D = Eh/ (1- M2) , E , M为弹性常数, h 为壳厚度,常数, V 为经线切

线转角, Q U为剪力, r 1, r 2 为主曲率半径, p r, p U为表面分布荷载法向和切向分量,而

      P = P 0+ Q
U

U
0

( p r cosU- pUsinU) r r 1dU (112)

U为余纬度, r 为向径,脚标带/ 00的量表示该量取边界 U= U0 值# (111)式中,上角#= d/ dU# 

本文未加说明的符号同文献[ 1] # 

方程( 111)在 r 1 为常数或无限大时,可以简化为一对共轭的二阶方程,从而复变量化[ 1~ 3]# 

近年来,文献[ 4, 5]对 r 1 X 常数的椭圆环壳成功地进行了基本方程的复变量简化工作, 这是经
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典壳体理论的一个进展# 但是,对任意经线形状的一般旋转壳体,基本方程( 111)的复变量简

化问题,尚有待研究# 本文将表明,只需与文献[ 4, 5]类似地,推广钱伟长教授在文献[ 6] 中提

出的统一复变量化方法, 并且采用文献[ 7]推广的 �À³À¸ º½À³变换, 就可以将一般旋转壳体的

基本方程( 111) 进行复变量化;所得方程形式简便,与原方程( 111)准确度在薄壳理论误差范围

内,同时消除了经线极值点的奇异性# 这就为一般旋转壳体的轴对称问题提供了分析或数值

计算的适当的基础# 

本文同时给出了问题的积分方程表述,从而使旋转壳一般轴对称问题的分析和计算更为

简便# 

k 21 方 程 的 简 化
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( 111)简记为

      
L ( V ) - MV =

r 1

K
( r 2 QU)

L ( r 2QU) + Mr 2QU+ D(1 - M2) r 1 V = f ( U)2

(213)

沿用文[ 6] 的统一复变量化方法,设有复函数

      S = A r 2QU+ BV (214)
A , B 为待定复常数# 由(213)~ ( 214)可得

      L ( S ) = A L ( r 2QU) + BL ( V ) = (- AM+ Br 1/ K ) r 2 QU

          + [- AD (1- M2) r 1 + BM] V + Af ( U) (215)
取

      
- AM+ Br 1/ K = - 2AiL( U)

- AD (1 - M
2
) r 1+ BM= - 2BiL( U)

(216)

式中, L( U)为某一待定函数# 而由(216)的非零解条件给出

      L2 = 3( 1- M2)
r
2
1

h
2 1-

M2h2

12(1 - M2) r 2
1� � �(217)

对于薄壳,应有| h/ r 1| < < 1;因此,上式中小量 O( h
2
/ r

2
1)可以略去,我们得到

      L( U) U 3( 1- M2) r 1/ h (218)
代入( 216)可得

      B =
AK
r 1

M- i 12(1 - M2)
r 1

h
B� � 010 (219)

同样,略去小量 O (Mh/ r 1)有

      B U- 12(1 - M2) K Ai / h ( 2110)
B 已简化为常数# 代入(214)可得
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      S = A r 2QU- i
Eh

2

12( 1- M2)
V ]� ( 2111)

常数 A 可以任意选择,建议取

      A =
12(1- M

2
)

Eh
2 i ( 2112)

如此选取的好处是, S 可以无量纲化# 于是

      S = V + 12(1 - M
2
)

Eh
2 ir 2QU ( 2113)

这样,由( 214) ~ ( 216)、( 2112) ,我们得到

      L ( S ) + 2L( U) iS =
12(1 - M2)
Eh

2 if ( U) ( 2114)

上述复变量化方法是钱伟长教授在文[ 6]中对圆环壳问题提出的, 文献[ 4, 5] 进一步应用

于椭圆环壳问题# 本文在这里推广应用于一般轴对称旋转壳情形# 方程( 2114)中, 荷载项

f ( U)在经线的极值点( U= 0, P, r 2 y ] )通常具有奇异性, 它给方程特解的寻求带来困难# 引

入文献[ 7]的推广的 �À³À¸ º½À³变换

      V = S -
12(1 - M

2
)
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2 ictgUP ( 2115)

将上式代入( 2114) , 计算后得到
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利用关系 r= r 2sinU,将上式中 r 2 用 r 表示, 可得
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方程( 2117)中 P 的系数项
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对于薄壳,应有| h/ r 2| < < 1,因此,上式中小量 O( h/ r 2)可以略去# 于是

      
r 1

r
sinU+ 2Li U 2Li ( 2119)

最后,由( 2117) 和( 2119) ,我们得到
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方程( 2120)右端,关于经线极值点 U= 0, P的奇异性已全部消除;该方程具有自共轭形式,形

式是简洁的# 由上述简化过程可知,方程( 2120)与原方程( 111) 的准确度在薄壳理论误差范围
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之内# 

k 31 内 力 和 位 移

由( 2113)、( 2115)可以得到
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P 已由( 112)定义# 于是
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弹性定律给出[ 1]
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由文献[ 1]可知,
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将( 312)代入上式,计算得到
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引入水平位移 Y 和直位移Z ,作与文献[ 7] 相似的推导,可以导得

      

Y =
r
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( NH- MN U)

Z = Z0 +Q
U

U
0

r 1
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(315)

如果 V 已求得,则可由(312)~ (315)诸式算得全部内力和位移# 

k 41 Volterra积分方程表述

为了便于分析和数值计算,我们来导出( 2120)式的初参数积分方程# 定义无量纲量

      P
*
= | A | P, ( p

*
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*
U) = | A | �r 1�r ( p r , p U)

474 陈   山   林    刘    东



      ( N
*
U, N

*
H , Q

*
U ) = | A | �r 1( N U, NH, QU)

      

( M
*
U , M

*
H ) =

�r 1
K
( M U, MH)

Z
*
=

Z
�r 1

Y
*
=

12( 1- M
2
)

h

r 10
r 0

Y U

(411)

其中 �r 1, �r 是旋转壳的特征尺寸# 由( 312) ~ ( 315) 和( 411)诸式可算得
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以及位移
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定义内力的无量纲水平合力
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由( 412) ~ ( 414)可将未知函数在 U= U0 处的值 V 0, ÛV 0 表示为
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称内力、位移和荷载的初值 M
*
U
0
, H

*
U
0
, V *0 , Y

*
0 , P

*
0 为初参数# 

由( 2120)和( 415) ,轴对称旋转壳初值问题的一般提法为:
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直接对自共轭方程( 417) 积分,容易将其积分方程化# 不同的积分过程可能得到不同形式
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的积分方程,下面给出较简便的一种

   V = A 1( U) V 0+ A 2( U) U0+ A 3( U) P
*
0 + A 4( U) + Q
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U
0
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式中
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方程( 418) 是第二类 Volterra积分方程# 通过微分可以验证( 418)与( 417) 是等价的# 

对( 418)微分一次,可得
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式中
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k 51 边界条件和数值解

在( 418)中含有 5 个初参数,它们的值需要确定# 一般来讲, 旋转壳的每条边界给出两个

边界条件# 如对 U= U0 边界有

   
H

*
( U0) = H

*
0   或   Y

*
0 = �Y *

0

M
*
( U0) = �M *

0   或   V ( U0) = �V 0
(511)

或其它混合形式# 式中右端各量为已知边界值# 若旋转壳由 U= U0, U1 两条边界界定, 则有

4个边界条件# 当 P
*
0 待定时,可由(413)中第二式给出补充方程
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      Z
*
1 - Z

*
0 = $�Z *

(512)

式中, $�Z* 是给定的边界相对垂直位移值# 因此, 共有 5 个条件,可以确定 5 个初参数# 其中

的 2 个或 3 个( 当 P
*
0 给定时) 可以预先确定,这是初参数方法的优点之一# 

下面我们来求( 418) 的数值解# 设已求得下述方程的解

      V i ( U) = A i ( U) + Q
U

U
0

K ( U, t ) V i ( t ) dt   ( i = 1, 2, 3, 4) (513)

则( 418)的解可表示为

      V ( U) = V 0 V 1( U) + U0 V 2( U) + P
*
0 V 3( U) + V 4( U) (514)

实际上, V 4 是方程( 418)或( 2120)的特解, V 1, V 2 是基本解, 而 V 3 可视作特解( P
*
0 已

知)或基本解( P
*
0 待定) # 因此, 采用初参数积分方程,我们可将旋转壳轴对称问题的解的一

般结构用(513)和(514)表示# 这对于计算程序的编制或理论研究是有益的# 也是初参数积分

方程表述的又一优点# 

设将区间[ U0, U1]分为 N 等份,在每一分段内近似视 V i 为常量, 则对第 j 个节点有

      V i ( Uj ) = A i ( Uj ) + E
j

l= 1

V i ( Uj )Q
U
l

U
l- 1

K ( Uj , t ) dt ( 515)

由( 515)解得

      V i ( Uj ) =
A i ( Uj ) + E

j- 1

l= 1

V i ( Ul ) Jjl

1- Jjj
  

i = 1, 2, 3, 4

j = 1, 2, ,, N

� � �h

(516)

式中

      Jj l = Q
U
l

U
l- 1

K ( Uj , t ) dt (517)

由( 516)即可递推求得各 V i ( Uj )的值# V ( Uj )的值由(514)给出# 在引入边界条件和补充条

件确定各初参数及计算无量纲内力时, 还要用到 ÛV 在各节点的值, ÛV ( Uj )可由(4110)求得# 

图 1  球壳外表面应力

定义无量纲应力为

    ( R*U , R
*
H ) =

12(1- M2)
Eh

�r 1( RU, RH) (518)

算例 1  承受均匀正压力的球壳, 半径 143cm# 本

算例取自文献[ 2] ,各参数值为

    h = 6, M= 012, U0 = 0b, U1 = 39b

    p
*
r = - 476. 66, p

*
U = 0

取

    �r = �r 1 = 143, | A | = 0. 042

计算时取 U0= ( 10
- 3
)b, 壳顶处的各内力值由邻近各点

的相应内力值外推而得# 已知初参数 V *0 = 0, P*
0 = 0,

Y
*
0 = 0# U1 边界给出 M

*
1 = 0, H

*
1 = 0# 图 1 给出了球

壳外表面无量纲应力的计算结果,与文献[ 2]的准确解

比较表明二者是一致的# 
算例 2  环管形热膨胀节,如图 2 示# 本算例取自文献[ 8] # 各参数值为

      a/ R = 0. 2544, a/ h = 32. 72, M= 0. 3
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  图 2 膨胀节的弯矩 M *
U, M

*
H          图 3  膨胀节的薄膜力 N *

U , N
*
H

由于对称性,取 U0= - 90b, U1= 90b# 假定边界 U0 处由于管道约束而不能转动,边界 U1 处满

足对称条件,则有 V*0 = 0, H *
0 = 0 及 V *1 = 0, H *

1 = 0# 计算时取

      P
*
0 = 1, p

*
r = 0, p

*
U = 0, �r = R , �r 1 = a, R = 1

图 4 悬链线壳外表面应力

在图 2 和图 3 中分别绘出了弯矩 M
*
U, M

*
H 和薄膜力

N
*
U , N

*
H 的变化曲线,与 Dall[ 8]的实验值比较表明二

者符合良好# 文献[ 4]曾用 Fredholm 积分方程数值

解计算过同一问题, 本文结果与文献[ 4] 结果一致,

图中未绘出其结果# 

算例 3  开孔悬链线壳[ 9] # 各参数值为

h = 0. 01, M= 0. 3, r 0= 0. 3, U0= 3. 8b, U1= 64. 84b

已知初参数 M
*
0 = 0, H *

0 = 0, P*
0 = 0, U1 边界给出

M
*
1 = 0, Y *

1 = 0# 计算时取

  p
*
r = - 150, p

*
U = 0, �r = r 0, �r 1 = r 0

图 4 绘出了悬链线壳外表面的无量纲应力 R*U , R
*
H

的变化曲线# 我们看到,边界应力在 U= U1 附近有

剧烈变化, 但在 U= 10b~ 15b大部分区域, R*U 变化缓慢# 从设计角度看, 这种应力分布是有益

的# 

k 61 结 束 语

本文导出了轴对称旋转壳在一般荷载作用下的简化复变量方程# 该方程消除了荷载项在

壳体经线极值点的奇异性# 建立了相应的初参数积分方程表述# 从而为轴对称旋转壳问题的

积分方程分析或数值计算提供了适当的基础# 与准确解和实验结果的比较表明, 本文的理论

及数值计算是可靠的# 需要指出, 采用本文的初参数积分方程, 只须对初参数的传递稍作修

正, 就可以适用于变厚度的旋转壳问题# 
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General Axisymmetry Problems for Shells of Revolution

and Analyses of Intergral Equation

Chen Shanlin   Liu Dong
( Chon gqing J ian zhu Un iver sit y , Chon gqin g 400045, P . R . China )

Abstract

In this paper, a simplified equation in complex form for axisymmetry elastic thin shells of revo-

lution under arbitrary distributed loads is given. The equation is equivalent to the exact equations

within the error range of the thin shell theory, with the singularities at the points of meridional ex-

treme values eliminated. A Volterra integral equation of the problem and the numerical solutions are

given.

Key words  shell of revolution, axisymmetry problems, integral equation

479旋转壳的一般轴对称问题及积分方程分析


