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摘   要

本文在自反 Banach 空间内研究了一类混合非线性似变分不等式# 应用作者得到的一个极小

极大不等式, 对这类混合非线性似变分不等式的解, 证明了几个存在唯一性定理# 其次由应用辅

助问题技巧,作者建议了一个计算此类混合非线性似变分不等式的近似解的创新算法# 最后讨论

收敛性准则# 

关键词  混合非线性似变分不等式  极小极大不等式  辅助变分不等式  一般算法

自反 Banach 空间

中图分类号  O176, O177

k 11 引   言

设 D 是 Banach 空间 B 的非空凸子集, B
* 是 B 的拓扑对偶空间和3u, v 4是 u I B

* 和 v

I B 之间的配对# 设 T , A : D y B
* 和 G: D @ D y B 是三个映象和f : D y (- ] , + ] ]是一实

值函数# 在本文中我们将研究混合非线性似变分不等式问题 MN VLIP ( T , A , G, f , D ) : 寻求

u I D 使得对一切 v I D ,

3T u - A u, G( v , u )4 \ f ( u ) - f ( v ) (111)

特殊情形

( 1) 如果 f S 0,则问题( 111) 等价于寻求 u I D 使得对一切 v I D ,

3T u - A u, G( v , u )4 \ 0 (112)

问题( 112)是由 Noor[ 1]研究的强非线性似变分不等式问题# 此问题与 semi_invex 集上的 sem i_

invex 函数的极小产生自然的联系# 

( 2) 如果 f S 0和 A S 0,则问题(111) 等价于寻求 u I D 使得对一切 v I D ,

3T u, G( v , u )4 \ 0 (113)

问题( 113)是由 Parida, Sahoo 和 Kumar[ 2]研究的似变分不等式问题, 它与数学规划有自然的联

系# 问题( 113)已由 Dien [ 3]进一步研究和推广# 

( 3) 如果 G( v , u) = g( v ) - g( u ) 对一切 v , u I D 成立, 其中 g: D y B 是给定映象,

则问题(111) 等价于寻求 u I D 使得对一切 v I D ,
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3T u - A u, g ( v ) - g ( u) 4 \ f ( u ) - f ( v ) (114)

问题( 114)由 Yao[ 4]作为广义变分不等式问题引入和研究# 他在 Hilbert空间内的适当假设下

证明了解的某些存在唯一性定理# Ding[ 5]进一步在自反 Banach 空间内研究了问题( 114) # 存

在问题( 111)和( 114)的许多特殊情形能在Harker和 Pang[ 6] , Isac[ 7] , Noor[ 8~ 10] , Noor, Noor和

Rassias[ 11] , Yao[ 4]等人的文章和其参考文献中找到,所以 MN VLIP ( T , A , G, f , D ) (111)是更

为一般和统一的问题,这也是本文主要的促动因素之一# 

在本文中, 我们首先在自反 Banach 空间内较弱假设下对 MN VLIP ( T , A , G, f , D )证明

了某些解的存在唯一性定理, 推广了 Parida_Sahoo_Kumar
[ 2]
, Dien

[ 3]
, Yao

[ 4]
, Ding

[ 5]
和

Noor[ 8~ 10]中的相应结果到自反 Banach 空间# 其次通过应用辅助问题技巧, 我们对计算 MN-

VL IP ( T , A , G, f , D )的近似解建议和分析了一个十分一般的算法# 最后讨论收敛性准则# 

k 21 预备 知识

我们首先回忆下列定义和已知结果# 

定义 211  设 D 是自反 Banach空间 B 的非空子集, B
* 是 B 的对偶空间, T : D y B

* 和

G: D @ D y B # 

( 1) 称 T 是强 G_单调的具有常数 A> 0,如果对一切 u , v I D , u X v ,

3T u - T v , G( u , v ) 4 \ A+u - v +2

如果 G( u, v ) = g ( u ) - g ( v ) 对一切 u, v I D成立其中g: D y B是给定映象,则称 T 是强

g_单调的具有常数A> 0# 如果 G( u , v ) = u - v 对一切u , v I D成立,则称 T 是强单调的

具有常数 A> 0# 

( 2) 称 T 是G_反单调的, 如果对一切 u, v I D ,

3T u - T v , G( u , v ) 4 [ 0

( 3) 称 T 是 Lipschitz连续的具有常数 B\0,如果对一切 u , v I D ,

+ Tu - Tv + [ B+u - v +

( 4) 称 G满足 Lipschitz型条件具有常数 D\0,如果对一切 u, v I D ,

+ G( u, v ) + [ D+u - v +

定义 212  设 D 是 Banach空间 B 的非空凸子集和f : D y( - ] , + ] ] # 

( 1) 称 f 是凸的, 如果对任何 u, v I D 和 A I [ 0, 1] ,

f ( Au + (1- A) v ) [ Af ( u) + ( 1- A) f ( v )

( 2) 称 f 在D 上下半连续, 如果对每一 A I (- ] , + ] ] ,集 u I D: f ( u ) [ Aio 在D内

是闭的# 

下面概念是 Ding_T arafdar
[ 12]
引入的相应概念的推广# 

定义 213  设 D 是 Banach空间 B 的非空凸子集, T : D y B
* 和 G: D @ D y B 是映象# 称

T 和 G在D 上有 0 _对角凹关系, 如果下式定义的函数 W: D @ D y( - ] , + ] ] :

W( u , v ) = 3T u, G( v , u) 4

在 v 是 0_对角凹的(见[ 13] ) ,即是对任何有限集 v 1, ,, v mns� �t i r< D 和对任何

u = E
m

i= 1

Kiv i   Ki \ 0, E
m

i= 1

Ki = 1 se
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    E
m

i= 1

KiW( u, v i ) [ 0

T 和 G被说成在D 上有 0_对角凸关系, 如果- T 和 G在D 上有 0_对角凹关系 # 

注 21 1 容易看出如果对每一 u I D, G( u , u) = 0和函数 v |y 3Tu, G( v , u )4是凹的, 则 T 和G在D 上

有 0_对角凹关系# 

下面引理的证明能在[ 14]内找到# 

引理 211  设 D 是拓扑矢量空间的非空凸子集和设 U: D @ D y[ - ] , + ] ]使得

( � ) 对每一 v I D, u | y U( v , u) 在 D 的每一紧子集上是下半连续的 ,

( � ) 对每一非空有限集 v 1, ,, vmh 空 < D 和对每一

u = E
m

i= 1
Kiv i   Ki \ 0, E

m

i= 1
Ki =or 1

� �8~ [

, min
1 [ i [ m

U( v i , u ) [ 0

( � ) 存在 D的非空紧凸子集D0和非空紧子集 K 使得对每一u I D \ K , 存在 v I co(D 0

G u 义2  ) 满足 U( v , u ) > 0 # 

则存在 û I K 使得对一切 v I D, U( v , û) [ 0# 

k 31 存在唯一性定理

在本节中, 我们将对 MN VL IP ( T , A , G, f , D )证明解的存在唯一性定理# 

定理 311  设 D 是自反 Banach空间 B 的非空闭凸子集和B
* 是 B 的对偶空间, T , A : D

y B
*
和 G: D @ D y B 是三个映象和 f : B y(- ] , + ] ]是真凸下半连续泛函满足 int( domf )

HD X «使得
( � ) T 是连续和强G_单调的具有常数A> 0,

( � ) G连续和满足Lipschitz型条件具有常数 D\0且对一切 u, v I D, G( u, v) = - G( v , u) ,

  ( � ) A 是连续和 G_反单调的,

( � ) A - T 和 G在D 上有 0_对角凹关系 # 

则 MN VLIP ( T , A , G, f , D) 有唯一解 û I D # 

证明  定义函数 U: D @ D y [- ] , + ] ] 如下:

U( v , u) = 3A u - T u, G( v , u) 4+ f ( u) - f ( v )

因为 T , A 和 G是连续的和f 是下半连续的, 对每一 v I D , 函数 u | y U( v , u) 在 D上是弱

下半连续的 # 我们主张 U( v , u) 满足引理 211 的条件 ( � )# 如果不真, 则存在有限集

v 1, ,, v m 下 半< D 和

u = E
m

i= 1

Kiv i   Ki \ 0, E
m

i= 1

Ki = 1

� � �D
使得 U( v i , u) > 0, i = 1, ,, m , 即有

3A u - T u, G( v i , u) 4+ f ( u ) - f ( v i ) > 0   ( i = 1, ,, m )

由此推得   E
m

i= 1
Ki3A u - Tu , G( v i , u )4+ f ( u) - E

m

i= 1
Ki f ( v i ) > 0

注意到 f 是凸的,我们必有

    E
m

i= 1

Ki3A u - Tu , G( v i , u )4 > 0

491自反 Banach 空间内混合非线性似变分不等式解的算法



这与 A - T 和 G在D 上有0_对角凹关系相矛盾# 所以引理211的条件(�) 成立# 因为 f 是真凸下

半连续的,对每一 v I int(domf ),5f ( v ) X «,见Ekeland和Temam
[ 15]# 取 v

* I int( domf ) H D,则有

    f ( u ) \ f ( v
*

) + 3r , u - v
* 4,   对一切 r I 5f ( v

*
) , u I B

由 U的定义和条件( � ) ~ ( � )我们有

U( v
*

, u ) = 3Au - Tu , G( v
*

, u) 4+ f ( u ) - f ( v
*

)

\ 3Tv
*

- Tu, G( v
*

, u)4- 3Tv
*

, G( v
*

, u) 4+ 3Av
*

, G( v
*

, u)4+ f ( u) - f ( v
*

)

\ A+ u - v
* +2

- D+Tv
* + + u - v

* + - D+Av
* + +u - v

* ++ 3r , u - v
* 4

\ + u - v
* +[ A+ u - v

* + - D+T v
* + - D+A v

* +- + r +]

令 R = (1/ A) [ D( +Tv
* ++ +A v

* +) + +r + ] 和 K = u I D : +u - v
* + [ R , ## 则

K 和D 0 = v
* f� � B
都是 D的弱紧凸子集# 因此对每一 u I D \ K , 存在 v

* I co( D0 G uA# # 0 )

使得 U( v
*

, u) > 0和引理 211的条件( � ) 也成立 # 由引理 211,存在 û I D 使得对一切 v

I D , U( v , û ) [ 0,即有对一切 v I D ,

3A û - T û, G( v , û )4+ f ( û) - f ( v ) [ 0,   v I D

因此我们有对一切 v I D ,

3T û - A û, G( v , û )4 \ f ( û ) - f ( v )

即 û 是MN VLIP ( T , A , G, f , D ) (111) 的一解 # 

现在我们证明 û是问题(111)的唯一解# 假设 u1, u 2是问题(111)的任意两个解# 则有

对一切 v I D ,

3T u1 - A u1, G( v , u1) 4 \ f ( u 1) - f ( v ) (311)

和 3T u2 - A u2, G( v , u2) 4 \ f ( u 2) - f ( v ) (312)

注意到对一切 u, v I D, G( u , v ) = - G( v , u ) ,在(311) 内取 v = u2和在( 312) 内取 v = u 1

再加这些不等式,我们得到

3T u1 - T u2, G( u 1, u2) 4- 3A u1- Au 2, G( u1, u2) 4 [ 0 (313)

因 T 是强G_单调的和A 是 G_反单调的, 由此推得如果 u 1 X u 2,则有

  0 < A+u 1- u2 +2 [ 3T u1- Tu 2, G( u1, u2) 4 [ 3A u1 - A u2, G( u 1, u2) 4 [ 0

矛盾# 因此我们必有 u1 = u2,故 û 是MN VLIP ( T , A , G, f , D) (111) 的唯一解# 

如果 A 也是 Lipschitz连续的具有常数K\0, 则在定理 311中 A 的 G_反单调性是不必要的

# 这在下面定理中证明# 

定理 312  设 D , B , B
*

, T , A , G和f 与定理311内相同使得条件( � ) , ( � ) 和( � ) 成立

# 条件( � ) 由下面条件代替

( � )c A 是 Lipschitz连续的具有常数 K\0使得 A> KD# 

则 MN VLIP ( T , A , G, f , D) 有唯一解 û I D # 

证明  定义函数 U: D @ D y [- ] , + ] ] 如下:

U( v , u) = 3A u - T u, G( v , u) 4+ f ( u) - f ( v )

由定理 311的证明中同样的论证, U满足引理 211的条件( � ) 和( � ) # 由定理 311 的条件
( � ) , ( � ) 和条件( � )c有

U( v
*

, u ) = 3Au - Tu , G( v
*

, u) 4+ f ( u ) - f ( v
*

)

\3Tv
*

- T u, G( v
*

, u) 4- 3Tv
*

, G( v
*

, u) 4- 3Av
*

- Au ,

G( v
*

, u ) 4+ 3Av
*

, G( v
*

, u) 4+ f ( u ) - f ( v
*

)
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\ A+ u - v
* +2

- D( +T v
* + + +A v

* +) + u - v
* +

- KD+ u - v
* +2

+ 3r , u - v
* 4

\ +u - v
* + [ ( A- KD) +u - v

* + - D( +Tv
* +

+ +A v
* +) - + r + ]

因 A- KD> 0,我们可以令 R = [ 1/ ( A- KD) ] [ D( +Tv
* + + +A v

* +) + + r + ] 和 K =

u I D: + u - v
* + [ R� � � , # 由使用定理 311证明中同样的论证, 我们能证明引理211的条

件( � ) 也被满足 # 由引理 211,存在 û I D 使得对一切 v I D ,

3T û - A û, G( v , û )4 \ f ( û ) - f ( v )

注意到 A 是 Lipschitz连续的, G满足 Lipschitz型条件和 A> KD,由利用定理 311证明中同样
的论证,我们能证明 û 是 MN VLIP ( T , A , G, f , D) ( 111)的唯一解# 

注 31 1 如果对每一 u I D,函数 v |y 3Au - Tu , G( v , u)4是凹的,或特别 v |y G( v , u) 是仿射或线性

的,则定理 311 的条件( � ) 成立 # 如果 G( u, v ) = g ( u ) - g( v ) 对一切 u , v I D 成立,其中 g: D y B 是

L ipschitz 连续的具有常数 D\ 0,则定理 31 1的条件( � ) 被满足 # 如果对一切 u , v I D, G( u , v ) = u - v ,

则定理31 1的条件( � ) 和( � ) 被平凡满足和 T 是强单调的具有常数A> 0,因此定理31 1和312推广了Ding[ 5]

的定理 31 1 和31 2# 定理 31 2也是Yao[ 4] 的定理 31 1在自反 Banach空间设置下的改进变形# 定理 31 1和312

能被使用来获得在文[ 1, 2, 4, 6 ~ 11] 中所考虑的各类变分不等式和补问题解的存在结果的推广 # 

k 41 一般算法和收敛性

在本节中, 我们利用辅助原理技巧对 MN VLIP ( T , A , G, f , D)的近似解给出一个一般算

法和收敛性分析# 

我们考虑一辅助真凸可微泛函 K : B y (- ] , + ] ] 和一正数 Q> 0# 对一给定的 u
* I

D ,我们引入下面辅助极小化问题:

    min
w I D

[ K ( w ) + Q3T u
*

- Au
*

, G( w , u
*

) 4- 3Kc( u
*

) , w 4+ Qf ( w ) ] (411)

如果 f 和 w | y 3T u
*

, - Au
*

, G( w , u
*

) 4是凸的和对一切 u , v , z I D, G( u , u ) = 0和

G( u, v ) = G( u , z ) + G( z , v ) ,则辅助问题(411) 的解能由下面辅助变分不等式刻划:

3K c( w ) , v - w 4 \3Kc( u
*

) , v - w 4- Q3Tu
*

- Au
*

,

G( v , w ) 4+ Qf ( w ) - Qf ( v )   Pv I D (412)

注意到如果 w = u
*

,则显然 u
*
是 MN VL IP ( T , A , G, f , D ) 的一解# 根据这一观察我们对

MN VLIP ( T , A , G, f , D) 的近似解建议下面一般算法 # 

算法 411  一般算法# 

( � ) 当 n = 0时,从某初始元 u0 开始,

( � ) 在第 n步,解具有 u
*

= un 的辅助极小化问题( 411) 或解具有 u
*

= un的辅助变分

不等式(412) # 令 u n+ 1是问题(411) 或(412) 的解 ,

( � ) 如果对给定的 E> 0, +un+ 1 - un + [ E,则停止,否则重复( � ) # 

注 41 1 算法 411 是计算 MN VL IP( T , A , G, f , D ) 的解的一有趣的方法,只要或者辅助问题(41 1) 或者

辅助变分不等式(412) 比 MN VLIP ( T , A , G, f , D ) 更容易求解# 因为辅助问题(411) 是一个极小化问题, 对

于求解它,几种方法是有效的 # Cohen [ 16] 已指出包含梯度、次梯度和分解等许多计算方法都能在辅助问题的

一般框架下进行研究# 

定理 411  设 D 是自反 Banach空间 B 的一非空闭凸子集, T , A : D y B
*
和 G: D @ D y
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B 是三个映象和f : B y (- ] , + ] ]是一真凸下半连续泛函满足 int ( domf ) H D X «# 设 K :

B y( - ] , + ] ]是一可微凸泛函使得

( � ) T 是连续和强G_单调的具有常数A> 0,

( � ) G连续和满足 Lipschitz型条件具有常数 D\0使得对每一 u, v , z I D , G( u, u) = 0

和 G( u, v )= G( u , z )+ G( z , v ) ,且对每一固定的 u I D,函数 v | y3Au - Tu , G( v , u )4是凹

的,

( � ) A 是 Lipschitz连续的具有常数 K\0使得 KD< A,

( � ) K 的导数K c是强单调的具有常数 L> 0# 

则

( a) MN VLIP ( T , A , G, f , D )有唯一解 û I D ,

( b) 对每一 Q> 0,具有 un 代替 u
*
的辅助问题(411)或(412)有唯一解 u n+ 1 I D,

( c) 如果 T 也是 Lipschitz连续的具有常数 B\0使得

0 < Q<
2L( A- KD)
D
2
( B+ K)

2 (413)

则由算法 411定义的序列 un ) (� � 1 )强收敛于 û # 

证明  ( a) 因对每一 u I D ,函数 v | y 3A u - T u, G( v , u) 4是凹的,定理311的条件( � )

被满足# 结论( a) 由定理 312得到# 

( b) 对每一固定的 Q> 0和 un I D ,定义函数 U: D @ D y [- ] , + ] ] 如下:

U( v , w ) = 3K c( un) - K c( w ) , v - w 4- Q3T un - Aun , G( v , w )4+ Qf ( w ) - Qf ( v )

由使用定理 311证明中相同的论证,容易检验 U满足引理 211的一切条件且因此存在 ŵ I D

使得对一切 v I D ,

3Kc( un) - Kc( ŵ ) , v - ŵ 4- Q3Tun - Aun, G( v , ŵ ) 4+ Qf ( ŵ ) - Qf ( v ) [ 0 (414)

容易证明 ŵ 是唯一解,故 un+ 1 = ŵ 是具有u
*

= un 的辅助变分不等式(412) 的唯一解# 

( c) 现在我们研究由下式定义的泛函 +: D y (- ] , + ] ] :

+ ( u ) = K ( û ) - K ( u ) - 3Kc( u) , û - u4

由 K c的强单调性,我们有

+ ( u ) = K ( û ) - K ( u ) - 3Kc( u) , û - u4 \ ( L/ 2) + u - û +2
(415)

注意到对一切 u , v , z I D, G( u , u ) = 0和 G( u , v ) = G( u , z ) + G( z , v ) 蕴含对一切 u, v I

D , G( u, v ) = - G( v , u ) # 从 Kc的强单调性和具有 ŵ = un+ 1和 v = û 的(414) 式推得

+( un) - +( un+ 1)

   = K ( un+ 1) - K ( un ) - 3Kc( un) , un+ 1 - un4+ 3K c( un+ 1) - K c( un ) , û - un+ 14

\ ( L/ 2) + un - un+ 1 +2
+ Q3Tun - A un , G( un+ 1, û ) 4+ Qf ( un+ 1) - Qf ( û )

= ( L/ 2) + un - un+ 1 +2
+ Q3Tun - A un - ( T û - A û ) , G( un+ 1, û) 4

+ Q3Tû - A û, G( un+ 1, û )4+ Qf ( un+ 1) - Qf ( û )

因为 û 是 MN VLIP ( T , A , G, f , D) 的解和 un+ 1 I D, 我们有

3Tû - Aû , G( un+ 1, û) 4 \ f ( û ) - f ( un+ 1)

由此推得

+( un) - +( un+ 1)

   \ ( L/ 2) + un - un+ 1 +2
+ Q3Tun - A un - ( T û - A û ) , G( un+ 1, û) 4
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= ( L/ 2) + un - un+ 1 +2
+ Q3Tun - T û, G( un+ 1, un ) 4+ Q3Tun - Tû , G( un , û) 4

- Q3Aun - Aû , G( un+ 1, un) 4- Q3A un - Aû , G( un , û )4

\ ( L/ 2) + un - un+ 1 +2
- QBD+un - û + +u n - un+ 1 ++ QA+ un - û +2

- QKD+u n - û + + un - un+ 1 + - QKD+ un - û +2

\ ( L/ 2) + un - un+ 1 +2
+ Q( A- KD) + un - û +2

- Q( BD+ KD) +un - û + +un -

un+ 1 +

\ L
2

+ un - un+ 1 +2
+ Q( A- KD) + un - û +2

-
Q2D2( B+ K) 2

2L
+ un - û +2

- ( L/ 2) +un - un+ 1 +2

= Q[ A- KD- ( QD2/ 2L) ( B+ K) 2] + un - û +2
(416)

条件( 413)和不等式( 416)说明序列 +( un) - ) 是严格减的(除非 un = û ) , 且由(415) , 它是非

负的# 因此该序列收敛于某数# 所以此序列二相邻项之差趋向于0# 所以当 n y+ ] 时序

列 un 是 唯 �强收敛于 û# 这就完成了证明# 

系 411  设 D 是自反 Banach空间 B 的非空闭凸子集, B
*
是 B 的对偶空间并令T , A : D

y B
*
和 g : D y B 是三个映象# 假设 f : D y ( - ] , + ] ]是一真凸下半连续泛函满足 int

( domf ) HD X «和K : B y( - ] , + ] ]是可微真凸泛函使得

( � ) T 是连续和强g_单调的具有常数 A> 0,

( � ) g 是Lipschitz连续的具有常数 D\0使得对每一 u I D, v | y 3A u - T u, g ( v ) 4是

凹的,

( � ) A 是 Lipschitz连续的具有常数 K\0使得 KD< A,

( � ) K 的导数K c是强单调的具有常数 L> 0# 

则

( a) 广义变分不等式问题( 114)有唯一解 û I D ,

( b) 对每一 Q> 0, 具有 G( v , w ) = g ( v ) - g( w ) , Pv , w I D 和un 代替u
* 的辅助问

题(411) 或( 412) 有唯一解 un+ 1 ,

( c) 如果 T 也是 Lispschitz连续的具有 B\0使得不等式(413)成立, 则由具有 G( v , u )

=

g ( v )- g ( u ) , P v , u I D,的算法 411定义的序列 un+ 强收敛于 û # 

证明  对每一 v , u I D ,令 G( v , u ) = g ( v ) - g ( u ) # 则容易检验 T , A , G和f 满足定

理 411的一切条件 # 结论( a)、( b) 和( c) 由定理 411推得 # 

注 41 2 系 411 是 Ding[ 5]的定理 41 1# 因此定理 41 1 改进和推广了 Ding[ 5]的定理 41 1, Noor[ 1]的定理

511, Noor在[ 8~ 10]中的定理 31 1 和 Yao[ 4]的定理 31 1 到自反 Banach 空间# 定理 411 也改进和推广了 Co-

hen[ 16]的定理 212 到更一般的混合似变分不等式# 
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Algorithm of Solutions for Mixed Nonlinear Variational_Like

Inequalities in Reflexive Banach Space

Ding Xieping

( Depar tm en t of Ma them at ics , Sichuan Norm al Un iver sity , Chen gdu 610066, P . R . Chin a )

Abstract

In this paper, the author studies a class of mixed nonlinear variational_like inequalities in reflex-

ive Banach space. By applying a minimax inequalit y obtained by the author, some existence unique-

ness theorems of solutions for the mixed nonlinear variational_like inequalities are proved. Next, by

applying the auxiliary problem technique, the author suggests an innovative iterative algorithm to

compute the approximate solutions of the mixed nonlinear variational_like inequalities. Finally, the

convergence criteria is also discussed.

Key words  mixed nonlinear variational_like inequality, minimax inequality, auxiliary variational

inequality, general algorithm, reflexive Banach space
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