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摘   要

本文尝试将损伤复合材料层板性能衰减研究扩展到含一般各向异性铺层的基体开裂层板# 

对第 ( Ñ ) 部分提出的分解刚度法给出分解刚度值确定方程, 完整了开裂层板本构关系解; 对

( Hm/ 90n ) s 开裂层板刚度衰减进行了数值计算并对计算结果进行了讨论# 

关键词  复合材料层板  一般各向异性  损伤  分解刚度  性能衰减

中图分类号  T B332

k 11 引   言

在本文第( Ñ) 部分中, 对于含一般各向异性铺层的对称约束开裂复合材料层板, 应用刚度

分解的方法处理耦合刚度问题, 建立起损伤层板本构关系, 将有效刚度表为裂纹间距( 或裂纹

密度) 的显式函数# 

刚度分解的具体做法是将约束层( 2) 和开裂层( 1) 的面内折减刚度阵及出平面刚度阵都各

自表为两个刚度阵的叠加# 对于约束层( 2) , 直接分离出耦合刚度项组成 b 问题刚度阵, 其余

刚度项构成 a 问题刚度阵; 对于开裂层( 1) , 需将各刚度系数分解为两项之和如第( Ñ) 部分中

( 219) 、( 2110) 式所示, 即

Q
( 1)
11 = Q

( 1)
11a + Q

( 1)
11b ,  Q

(1)
66 = Q

( 1)
66a + Q

(1)
66b

Q
( 1)
12 = Q

( 1)
12a + Q

( 1)
12b ,  Q

(1)
22 = Q

( 1)
22a + Q

(1)
22b

C
(1)
44 = C

(1)
44a + C

( 1)
44b ,  C

(1)
55 = C

(1)
55 a+ C

( 1)
55b s s

(111)

这里将讨论( 111) 式中各个分解值的确定# 

( 111) 式中共含 12 个分解值( Q
(1)
ij a , Q

( 1)
ijb , ,) , 而(111) 式本身只提供了6个方程# 因此,

要全部确定这些刚度分解值尚缺少 6 个条件# 注意到本文第 ( Ñ) 部分有效刚度表达式

(412)、(413) 中 Q
( 1)
22a, Q

( 1)
22b 在两部分叠加后还原为 Q

( 1)
22 , 分解值不单独出现, 意味着 Q

(1)
22a ,
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Q
( 1)
22b可任意取值而不影响其它解# 这样, 还余下 Q

( 1)
11a, Q

(1)
66a , Q

(1)
12a , C

( 1)
44a, C

(1)
55a 这5个刚度分解

值,还须补充 5 个方程来确定# 

a, b 两问题在分离后虽然各自求解, 但它们并不是相互独立的, 必然存在着内部的关联# 

两个问题应当各自满足平衡和连续条件以及边界条件; 两问题的位移和应变是协调的# 根据

这些条件, 必能找到足够的补充方程以确定上述 5 个刚度分解值# 

k 21 出平面刚度的分解值确定

由本文第( Ñ) 部分中对开裂层板各层出平面剪应力剪应变关系的分解可得到

S(1)x za = C
(1)
55aC

(1)
x z ,  S(1)x zb = C

( 1)
55bC

( 1)
xz

S
(1)
yz a = C

(1)
44 aC

( 1)
y z ,  S

( 1)
y zb = C

( 1)
44bC

(1)
y z

S(2)x za = C
(2)
55 C

(2)
x z ,  S(2)x zb = C

( 2)
45 C

( 2)
y z

S(2)yz a = C
(2)
44 C

( 2)
y z ,  S(2)y zb = C

(2)
45 C

( 2)
xz

(211)

已假定各层出平面剪应力在界面保持连续, 因此有

当 z = h
( 1)

,

C
(1)
55aC

(1)
x z = C

( 2)
55 C

( 2)
xz ,  C

( 1)
44aC

( 1)
yz = C

( 2)
44 C

( 2)
yz

C
(1)
55bC

(1)
x z = C

(2)
45 C

(2)
yz ,  C

(1)
44bC

(1)
yz = C

(2)
45 C

(2)
x z �

(212)

在( 212) 式中消去剪应变项后得到下式:

C
( 1)
55bC

( 1)
44b

C
(1)
55 aC

( 1)
44a

=
C

(2)
45 C

( 2)
45

C
(2)
55 C

( 2)
44

(213)

代入( 111) 式, 整理得到关于出平面刚度分解值 C
( 1)
55a, C

(1)
44a 的一个二元二次方程

p 1C
( 1)
55aC

(1)
44a + p 2C

( 1)
55a + p 3C

( 1)
44a+ p 4 = 0 (214)

其中

p 1 =
C

( 2)
45 C

(2)
45

C
( 2)
44 C

(2)
55

- 1, p 2 = C
( 1)
44 , p 3 = C

(1)
55 , p 4 = - C

(1)
44 C

(1)
55 (215)

为解出 C
(1)
55a , C

( 1)
44a, 尚需寻找另一方程# 在本文第( Ñ )部分中的( 311) 式曾给出b问题界面剪

应力与各层平均位移差间的关系, 而对 a 问题由文献[ 1] 也可写出对应的表达式

( h
(1)

C
( 2)
55 + h

( 2)
C

(1)
55a) S

12
x za = 3C

( 1)
55aC

(2)
55 ( �u

( 2)
- �u

(1)
)

( h
(1)

C
( 2)
44 + h

( 2)
C

(1)
44a) S

12
y za = 3C (1)

44aC
(2)
44 (�v ( 2)

- �v ( 1)
)

(216)

a, b 问题中各层平均位移是同一的, 因而可结合两问题中这两组关系式, 消去位移, 并代入平

衡方程、面内无损伤本构关系等式整理得到

q 1C
( 1)
55aC

(1)
44a + q2C

(1)
55a + q3C

(1)
44a + q4 = 0 (217)

其中
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q 1 = h
(2)

h
(2) Q

( 2)
11 Q

(2)
66

C
( 2)
44 C

( 2)
55

+
Q

( 2)
16 Q

(2)
16

C
( 2)
45 C

( 2)
45

-
Q

( 2)
11 Q

(2)
16

C
( 2)
55 C

( 2)
45

-
Q

( 2)
66 Q

(2)
16

C
( 2)
44 C

( 2)
45C

  ( 1

q 2 = h
(1)

h
(2) Q

( 2)
11 Q

(2)
66

C
(2)
55

-
Q

( 2)
16 Q

(2)
66

C
(2)
451

q 3 = h
(1)

h
(2) Q

( 2)
11 Q

(2)
66

C
(2)
44

-
Q

( 2)
16 Q

(2)
11

C
(2)
455

� � � C

q 4 = h
(1)

h
(1)

Q
(2)
11 Q

( 2)
66 - Q

(2)
16 Q

( 2)
16

C
(2)
44 C

( 2)
55

C
(2)
45 C

( 2)
45� � �(

(218)

联立( 214) 、( 217) 可解出开裂层( 111) 的出平面刚度分解值 C
( 1)
55a, C

(1)
44a , 代回(111) 式可确定

C
(1)
55 b , C

( 1)
44b # 

k 31 面内刚度的分解值确定

由本文第( Ñ) 部分 a, b 问题的平均应力边界条件( 2115) 至( 2117) 有

�R
(1)
xa ( l ) = 0, �R

( 1)
x b ( l ) = 0

代入无损伤本构关系得到

Q
( 1)
11a �u

( 1)c( l ) + Q
(1)
12a �Ey = 0, Q

(1)
11 b �u

(1)c( l ) + Q
( 1)
12b �Ey = 0 (311)

即导出两问题面内刚度分解值 Q
( 1)
12a, Q

(1)
12b 与 Q

(1)
11 a, Q

(1)
11b 的关系

Q
( 1)
11a

Q
(1)
11b

=
Q

(1)
12a

Q
(1)
12b

(312)

下面考虑平衡方面# 刚度的分解需使 a, b 问题各自仍满足平衡条件# 由本文第( Ñ) 部分

给出的各层分离体平衡方程( 2112) 、( 2113) 及两问题面内无损伤本构关系( 212) 至( 2110) , 消

去界面剪应力后整理得到

h
(1)

Q
( 1)
11a�u

(1)d = - h
(2)

Q
( 2)
11 �u

(2)d, h
( 1)

Q
(1)
66a�v

(1)d = - h
(2)

Q
(2)
66 �v

(2)d

h
(1)

Q
( 1)
11b�u

( 1)d = - h
(2)

Q
( 2)
16 �v

( 2)d, h
( 1)

Q
(1)
66 b�v

(1)d = - h
(2)

Q
(2)
16 �u

(2)d
(313)

在( 311) 式中消去位移导数项得到下式

Q
( 1)
11bQ

(1)
66b

Q
( 1)
11aQ

(1)
66a

=
Q

(2)
16 Q

( 2)
16

Q
(2)
11 Q

( 2)
66

(314)

代入( 111) 式, 整理得到关于面内刚度分解值 Q
(1)
11 a, Q

(1)
66a 的一个二元二次方程

t 1Q
( 1)
11aQ

(1)
66 a+ t 2Q

(1)
11a + t 3Q

(1)
66a + t 4 = 0 (315)

其中

t 1 =
Q

( 2)
16 Q

(2)
16

Q
( 2)
11 Q

(2)
66

- 1, t 2 = Q
(1)
66 , t 3 = Q

( 1)
11 , t 4 = - Q

( 1)
11 Q

(1)
66 (316)

为得到关于 Q
( 1)
11a, Q

(1)
66a 的另一方程, 再考虑 a, b问题的位移与应变协调# 本文第( Ñ ) 部

分中的(319) 式给出b问题( 1) 层在裂纹半间距上的位移表达式�u ( 1)
( l ) / l 及�v ( 1)

( l ) / l ;对 a问

题则参照文献[ 1] 可写出对应的表达式

�u ( 1)
( l )
l

=
S

12
xz ac( l )

h
(1)

a
2
01Q

(1)
11a

1 -
th a01 l

a01 l
-

Q
(1)
12a

Q
(1)
11a
�Ey

�v (1)
( l )
l

=
S12
y zac( l )

h
( 1)

a
2
02Q

( 1)
66a

1-
tha02 l

a02 l
� � �f �

(317)
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结合两问题中这两组关系式, 消去位移项; 令 l y ] ,利用(312) 式消去�Ey ,再利用两问题无损

伤本构关系等经微分运算消去界面剪应力项,整理后得出

Q
( 1)
11b

Q
( 1)
11a

=
a

2
01

a
2
1a

2
2

- gy
Q

(1)
11b

Q
(1)
11a

+ f y
Q

(2)
16

Q
(2)
11 Q� � � (

Q
( 1)
66b

Q
( 1)
66a

=
a

2
02

a
2
1a

2
2

gx
Q

(2)
16

Q
(2)
66

- f x
Q

( 1)
66b

Q
( 1)
11b

� � 66

C
(318)

将( 318) 中两式相除, 整理后导出确定 Q
( 1)
11a 和Q

(1)
66a 的另一方程,该方程为二元四次方程

r 1Q
( 1)
11aQ

(1)
11 aQ

(1)
66aQ

( 1)
66a + r 2Q

( 1)
11aQ

(1)
11aQ

(1)
66a + r 3Q

( 1)
11aQ

( 1)
66aQ

(1)
66a

+ r 4Q
( 1)
11aQ

(1)
66a + r 5Q

(1)
11a + r 6Q

(1)
66a = 0 (319)

其中

r 1 = h
( 1)

[ h
(1)

h
(1)

C
( 2)
45 ( C

(1)
55bQ

( 2)
66 - r 0C

(1)
44bQ

( 2)
11 )

  - h
(1)

h
(2)

(1- r 0) C
(1)
55 bC

( 1)
44bQ

(2)
16 ]

r 2 = h
( 1)

Q
( 2)
66 [ h

( 2)
( 1+ r 0) C

(1)
44b( h

(2)
C

(1)
55bQ

( 2)
16 - h

( 1)
C

(2)
45 Q

( 2)
11 )

  - h
(1)

h
(1)

C
(1)
55 bC

( 2)
45 Q

(1)
66 ]

r 3 = h
( 1)

Q
( 2)
11 [ h

( 2)
( 1+ r 0) C

(1)
55b( h

(1)
C

(2)
45 Q

( 2)
66 - h

(2)
C

(1)
44 bQ

( 2)
16 )

  + r 0h
(1)

h
(1)

C
( 1)
44bC

( 2)
45 Q

(1)
11 ]

r 4 = h
( 1)

C
(2)
45 Q

( 2)
11 Q

(2)
66 [ h

( 1)
h
( 2)

(1 + r 0) ( C
(1)
44bQ

( 1)
11 - C

(1)
55bQ

( 1)
66 )

  - h
(2)

h
(2)

( C
( 1)
44bQ

(2)
11 - r 0C

( 1)
55bQ

(2)
66 ) ]

  + h
(2)

h
(2)

h
(2)

(1 - r 0) C
( 1)
44bC

( 1)
55bQ

(2)
16 Q

( 2)
11 Q

(2)
66

r 5 = - r 0h
(1)

h
(1)

h
(2)

C
(2)
45 C

( 1)
55bQ

(2)
11 Q

( 2)
66 Q

(2)
66 Q

( 1)
66

r 6 = h
( 1)

h
(2)

h
(2)

C
(2)
45 C

( 1)
44bQ

(2)
11 Q

( 2)
66 Q

(2)
11 Q

( 1)
11

( 3110)

式中

r 0 =
C

( 1)
44aC

(2)
44 Q

( 2)
11

C
( 1)
55aC

(2)
55 Q

( 2)
66

#
( h

(1)
C

(2)
55 + h

( 2)
C

( 1)
55a)

( h
(1)

C
(2)
44 + h

( 2)
C

( 1)
44a)

( 3111)

将( 315) 代入( 319) 导出仅含 Q
(1)
11a 的四次代数方程

s 1Q
( 1)
11aQ

(1)
11aQ

(1)
11aQ

( 1)
11a + s2 Q

( 1)
11aQ

(1)
11aQ

( 1)
11a + s 3Q

( 1)
11aQ

(1)
11a + s4Q

(1)
11a + s 5 = 0

( 3112)

其中

s 1 = r 1 t
2
2- r 2 t 1 t 2

s 2 = 2 r 1 t 2 t 4 - r 2( t 2 t 3 + t 1 t 4) - r 4 t 1 t 2+ r 3 t
2
2 + r 5 t

2
1

s 3 = r 1 t
2
4- r 2 t 3 t 4 + 2r 3 t 2 t 4 - r 4( t 2 t 3 + t 1 t 4) + 2r 5 t 1 t 3- r 6 t 1 t 2

s 4 = r 3 t
2
4- r 4 t 3 t 4 + r 5 t

2
3- r 6( t 2 t 3+ t 1 t 4)

s 5 = - r 6 t 3 t 4

( 3113)

由( 3112) 解得 Q
( 1)
11a 后代入(315) 求出 Q

(1)
66a , 再代回(312) 式可确定 Q

(1)
11b , Q

( 1)
66b# 最后, 由

(312) 式及( 111) 式确定 Q
( 1)
12a 和Q

(1)
12b # 至此,可完全确定 a, b问题开裂层(1) 的刚度分解值# 
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k 41 数 值 算 例

为了应用所导出的本构关系式研究任意约束层对称约束开裂层板的刚度衰减, 这里计算

了 ( H/ 90) s 层板和(45m / 90n) s 层板在 90b 层开裂后的层板有效刚度,并考察其随裂纹密度的

变化 # 材料性能取自文献 [ 2] 给出的 AS4/ 3501 ) 6 层板数据: E11 = 14011GPa, E 22 =

8136GPa, G 12 = 4131GPa, G 23 = 312GPa, M12 = 01253, M23 = 01297,单层厚度 01149mm# 

表 1给出( H/ 90) s 层板在 90b层开裂后,随着裂纹密度的增大, 沿开裂方向有效刚度 �A 11

的变化# 裂纹密度 n 定义为

n = 1/ 2l (411)

l 为裂纹半间距# n 的单位为条 / mm# n = 0 时由本文第( Ñ ) 部分的(419) 式计算无损伤层

板刚度, n y ] 时由本文第( Ñ ) 部分的(4110) 式计算开裂层板的极限刚度# 

表 1 ( H/ 90) s 开裂层板有效刚度�A 11(G Pa)

n ( 0/90) s ( 15/ 90) s ( 30/ 90) s ( 45/ 90) s ( 60/ 90) s ( 75/ 90) s

  010 741495    661080    461015    251505    121960    81834

0101 741479 66117 46120 25161 12195 8181

015 731709 67172 50149 30108 16161 7190

110 721951 66104 47138 26184 12183 7112

115 721291 64166 45119 24166 11139 6147

210 711786 63178 43199 23146 10155 5199

215 711422 63123 43130 22179 10104 5165

310 711164 62188 42189 22138 9171 5142

410 701845 62148 42145 21194 9133 5113

510 701670 62128 42123 21172 9114 4197

1010 701400 61199 41192 21142 8186 4173

  ] 701300 611885 411820 211310 81765 41639

表 2 给出( 45m / 90n ) s 层板在 90b 层开裂后, 其开裂方向有效刚度 �A 11 随裂纹密度 n 的变

化,并与正交各向异性约束层的( ? 45/ 902) s 开裂层板相应刚度做了比较 # 

表 2 (45m/ 90n ) s 开裂层板有效刚度�A 11( G Pa)

n ( 45/ 90) s ( 45/ 902) s (45/ 905) s ( 452/ 902) s ( ? 45/ 902) s

   010    251505    191800    141095    251505    251505

0101 25161 20116 14149 25172 251470

015 30108 20148 9183 26184 231886

110 26184 17119 8101 23146 221731

115 24166 15180 7154 22138 221130

210 23146 15118 7135 21194 211826

215 22179 14185 7127 21172 211659

310 22138 14166 7122 21160 211560

410 21194 14147 7117 21147 211455

510 21172 14138 7114 21142 211405

1010 21142 14125 7111 21134 211334

   ] 211310 141207 71103 211310 211310
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k 51 结   论

1) 本文第( Ñ) 部分用分解刚度法导出( Hm / 90n) s 对称约束开裂层板本构关系, 第( Ò) 部

分给出刚度分解值的确定方法# 公式演化与数值计算表明,所得开裂层板有效刚度是 90b层

裂纹密度n 的函数, 在 n y 0时退化为无损伤层板刚度, 在 n y ] 时趋向开裂层板的极限刚

度# 由此证明导出结果的合理性# 

2) 由表 1 可见, 约束层方向角 H影响刚度衰减# 令

Bn =
�A 11( n y 0) - �A 11( n)

�A 11( n y 0) - �A 11( n y ] )

用 Bn 描述层板刚度衰减程度,则可得到 n = 2 条 / mm 时, Bn 值由(0/ 90) s 到(75/ 90) s 层板依

次为 6416%, 5418% , 4813%, 4817%, 5714% , 6718%# 这时 H= 30b刚度衰减最少,易证 H=

30b恰是Q 16( H) 函数的拐点# 

3) 由表 2 可见, 约束强弱影响刚度衰减速度# 当 n = 2 条 / mm 时, Bn 值对(45/ 90) s ,

(45/ 902) s, (45/ 905) s 层板依次为 4817%, 8216%, 9615%# 90b 层越多, 刚度衰减越快# 再对

比(452/ 902) s 与( ? 45/ 902) s 层板在n = 2条 / m m 时的 Bn 值,依次为 8510%, 8717%,后者衰

减得略快# 

4) 由表 1, 表 2结果可见, 与正交各向异性约束层 (0/ 90) s, ( ? 45/ 902) s 开裂层板有效刚

度�A 11 相比, 一般各向异性约束层的开裂层板有效刚度 �A 11 有如下特殊现象:对强的约束情况,

当 n 很小时沿开裂方向刚度反而上升,随 n 增大又转向衰减;而对弱的约束情况如(75/ 90) s ,

(45/ 905) s 层板则基本上是单向衰减# 这一现象无疑与约束层存在耦合刚度相关, 它使约束

状态具有面内非对称性; 在强约束情况与裂纹密度很小的范围内,较严重的非对称性会引起层

板耦合变形,导致层板性能分析问题非线性程度的增加,这些非线性因素可能是本文开裂层板

分析模型中尚未包含的# 

5) 一般各向异性铺层损伤层板的本构关系性能衰减研究是同时包含很大的数学复杂性

和物理复杂性的课题# 本文工作主要在处理耦合刚度的方法突破上进行了初步的尝试, 研究

结果有待完善# 例如本文在分解刚度法中将原问题分解为两个静力许可且位移协调的子问

题, 分别求解后叠加; 这一措施虽然使原问题得以求解, 但相当于对原问题增加了约束条件, 因

而得到的实际上是原问题的近似解析解, 其近似程度和应用范围需深入探讨# 作者体会, 在复

合材料层板性能研究中深化现有成果, 突破铺层局限, 的确是一项困难很大然而势在必行的工

作, 并且需要复合材料损伤实验的支持# 
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Abstract

The study on property degradation of damaged composite laminates is extended to anisotropic

laminates with matrix cracking. In ( Ò ) of the paper, a solution for partitioned stiffness is given to

complete the constitutive relations developed in ( Ñ ). The stiffness degradation in ( Hm/ 90 n ) s

cracked laminates is calculated and the results are discussed.
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