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摘 � �要

本文讨论两类非典型情形下 Laplace 方程 Cauchy 问题解的稳定性, 分别利用共形映照、不适定

问题的解法( T ikhonov, 栾文贵, Y amamoto) 相应获得了解的加权 H� lder 型稳定性估计和对数型稳

定性估计��

关键词� Laplace 方程 Cauchy 问题� 位场解析延拓� 不适定问题� 稳定性估计

中图分类号� O175

随着生产实践和科学技术的发展, 许多科学技术和工程问题都可归结为 Laplace 方程

Cauchy 问题, 如工程物探中的地质勘查、工业无损探测中的目标体确定、医学中的病灶诊断

等��然而这类问题又常常是不适定问题, 这就给这类问题的解决增添了难度, 表现在没有有效

的理论和方法可供借鉴��但是这类问题又是实践中所迫切需要解决的, 因此对这类问题的研

究具有理论和实践价值��

对这类不适定的问题, 有许多数学家、应用数学家和工程学家进行了讨论, 得到了许多有

意义的结果[ 1 � 4] , 然而他们讨论的各种情形都是典型情形�� 本文讨论两种非典型情形下的

Laplace 方程 Cauchy 问题解的稳定性��引发我们研究这类问题的起因是源于对一类工程无损

探测问题的研究[ 5] ��本文分别利用共形映照[ 4] 、位场解析延拓方法和不适定问题的解

法
[ 3, 6, 7]

, 得到了这类问题解对 Cauchy 数据的加权H�lder 型连续依赖性和对数型连续依赖性��

� 1� 位场解析延拓问题解的稳定性估计: 情形 A

栾文贵在文献[ 3] 中讨论了位场值在整个实数轴( - � , + � )上给出的位场延拓问题��本

节将讨论位场值在两条互为正交的射线 Ox , Ot 上给出时的位场延拓问题, 如图 1所示:

设位场值 u ( x , t )满足

�2
u

�x
2 +
�2

u

�t
2 = 0� � R2 \ D 内

u | �
1

= f 1( t ) , � u | �
2

= f 2( x )

u( x , t ) � 0, � 当 x � � 或 t � �当

( 1�1)
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这里 D 是第一象限中的一个有界区域, 代表场源所在的位置, �1 为 Ot 轴, �2 为 Ox 轴, 记 �

= �1 � �2

f ( x , t ) =
f 1( t ) , � � �1 上

f 2( x ) , � � �2 上 稳

第二、三、四象限所在的平面区域记为 �+ , 第一象限所在的区域记为 �- , 则问题( 1�1)等价于

下列两个定解问题:

图 1� 情形 A

P1� Dirichlet 外问题

�u = 0, � � �+ 内

u | � = f

u � 0, � � 当 x �+ � 或 t �- ��

( 1�2)

P2� Cauchy 问题

�u = 0 � � �- \ D 内

u | � = f ,
�u
�n �

= g

u � 0, � � 当 x �+ � 或 t �- � 问题

( 1�3)

其中 n 是垂直于 �的外法微商�� 事实上, 定解问题( 1�2) 是适

定的�� 先解( 1�2) , 算出 u ( x , t ) 在 �+ 内的值, 从而求出 u 在 �上的外法微商 �u/ �n 的值;

然后解( 1�3) , 求得 u( x , t ) 在 �- \ D 内的值, 这就是问题( 1�1) 的数学内容�� 由此可见, 位

场解析延拓问题的关键在于解Cauchy 问题( 1�3)�� 根据著名的 Cauchy_�� !∀#∃%!&定理, 若 f

及 g 为 �上的解析函数, 则问题( 1�3) 在 �附近存在唯一的解析解��

必须注意, 问题( 1�1) 实质上是表征全平面的解析延拓��假如只考虑在观察线 � 上给出

的位场值而不考虑 �+ 内的特性, 则确定区域 �- 内的位场值一般不唯一�� 还要指出, 当 f 为

非解析函数时, 由 Duhen定理知问题( 1�1) 在 �- \ D 的解是不存在的�� 即使解一旦存在(比

如解析 Cauchy 数据情形) , 此时问题在 Hadam ard 意义下可能不适定, 即解不连续依赖于

Cauchy 数据��

下面来讨论问题( 1�1)��把上述 Ox t 平面视为复平面Z, 记 l ( �) 为 Z 平面上的双曲线:

x t = �, 0< �� T < + � , x> 0��特别当 �= 0 时, l ( �)退化为两条半直线 �1 和 �2, 又记线积

分

� u ( x , t ) � � = �l (�)
| u( x , t ) |

2
dl� � !

1/ 2

, � � 0 � � � T

特别地

� u ( x , t ) � 0 = ��
1
� �

2

| u( x , t ) |
2
dl� � �

1/ 2

= ( � f 1 � 2
2 + � f 2 � 2

2)
1/ 2

这里 � f 1 � 2, � f 2 � 2 表示 L
2
( 0, + � ) 范数��

假设 f 1( t ) , f 2( x ) 均在[ 0, + � ) 上解析同时属于 L
2
( 0, + � )�� 一般来说, 在该假设下

问题( 1�1) 的解没有稳定性, 但是如果我们对该问题的解 u 作一个加权模先验有界的假设, 即

对于任意固定的 � � [ 0, + � ) , 存在与 �有关的正常数M ( �) , 使得下式成立

�
4

x
2
+ t

2
u( x , t ) � � = �l( �)

|
4

x
2
+ t

2
u( x , t ) |

2
dl� # � �



则问题( 1�1) 的解 u( x , t ) 对观察数据 f 1( t ) , f 2( x ) 有如下形式的加权 H�lder 型连续依赖性

估计:

�
4

x
2
+ t

2
u( x , t ) � � � ( � t f 1( t ) � 2

2 + � x f 2( x ) � 2
2)

( 1- �/ T ) / 2

� � � � � ��
4

x
2
+ t

2
u ( x , t ) � �/ T

T , � � 0 < �< T ( 1�5)

图� 2

现在证明估计式( 1�5)��作共形映照

w = z
2
, z = x + it , w = x�+ it�

它将 Z 平面映为W 平面, 将 Z 平面中的第一象限映为W 平面中的上

半平面, 将 l ( �) 映为直线 t�= 2�, 0 < �< T , l ( T ) 映为直线 t�=

2T , �1 映为 ��1, �2 映为 ��2, 有界域 D 映为有界域D�, 见图 2��

由于在共形映照下, 调和方程保持类型不变
[ 4]

, 因此问题( 1�1)

化为

�2
v

�x�2
+
�2

v

�t�2
= 0, � � ( x�, t�) � R

2 \ D�

v ( x�, t�) = f
*

( x�) , � � t�= 0, x� � R

v ( x�, t�) � 0, � � 当 x� � � 或 t� �- �

( 1�6)

这里 v ( x�, t�) = v ( w ) = u ( w ) = u ( z ) , z = w 取主枝,

f
*

( x�) = v ( x�, t�) | t�= 0 =
u( x , t ) | t = 0, x � 0 = f 2( x )

u( x , t ) | x = 0, t � 0 = f 1( t( )
( 1�7)

若记

� v � � = �
+ �

- �
| v ( x�, 2�) |

2
dx�� 2

1/ 2

, � 0 � � � T ( 1�8)

特别地

� v � 0 = �
+ �

- �
| v ( x�, 0) |

2
dx�� 2

1/ 2

= � f
* � L

2
( R)

� v � T = �
+ �

- �
| v ( x�, 2T ) |

2
dx�

2

1/ 2

且假设对任意固定的 � � ( 0, + � ) , v ( x�, 2�) � L
2
( R) , 则由文献[ 3] 可知, 对问题( 1�6) 有

稳定性估计

� v � � � � f
* �

1- �/ T

L
2
(R) � v � �/ T

T ( 1�9)

下面计算几个有关 u 与 v 的范数转换表达式�� 首先由

w = z
2
, z = x + it , w = x�+ it�

可知 x�= x
2

- t
2
, t�= 2x t , 于是求微分得

2xdx - 2tdt = dx�, 2tdx + 2xdt = dt�
在双曲线 l ( �) (固定 �) 上, 由于 dt�= d ( 2�) = 0, 因此 l ( �) 上的弧长微元 dl 写为

dl = dx
2
+ dt

2
=

1

2 x
2
+ t

2
dx� ( 1�10)

这样可得到几个范数关系式

�
4

x
2
+ t

2
u( x , t ) � � = �l ( �)

|
4

x
2

+ t
2
u( x , t ) |

2
dl 1( � '

1/ 2
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� � � � � = �
+ �

- �
x

2
+ t

2
| v ( x�, t�) |

2 � 1

2 x
2

+ t
2

dx��
1/ 2

=
1

2
� v � � ( 1�11)

� f
* � L

2
( R) = �

0

- �
| f

*
( x�) |

2
dx�+�

+ �

0
| f

*
( x�) |

2
dx�证明

1/ 2

� � � � � = �
+ �

0
| f 1( t ) |

2 � 2tdt +�
+ �

0
| f 2( x ) |

2 � 2T xdx� � 为 直线
1/ 2

� � � � � = 2 �
4

x
2
+ t

2
u( x , t ) � 0 ( 1�12)

� v � T = �
+ �

- �
| v ( x�, 2T ) |

2
dx�+

� � �

1/ 2

= �l( �)
| u ( x , t ) |

2 2 x
2
+ t

2
dl

" " �

1/ 2

� � � � � = 2 �
4

x
2
+ t

2
u( x , t ) � T ( 1�13)

结合( 1�11) 和( 1�9) , 并注意到( 1�12) 和( 1�13) , 便得

�
4

x
2
+ t

2
u( x , t ) � � �

1

2
� f

* �
1- �/ T

L
2
( R) � v � �/ T

T

� � � � � = ( � t f 1( t ) � 2
2 + � x f 2( x ) � 2

2)
(1- �/ T ) / 2 �

4

x
2
+ t

2
u ( x , t ) � �/ T

T

� � 0 < �< T � � � ( 1�14)

这就证明了估计式( 1�5) , 以定理的形式归纳本节的讨论结果:

定理 1�假设 f 1( t ) , f 2( x ) 均在[ 0, + � ) 上解析同时又属于 L
2
( 0, + � ) , 如果该问题的

解 u( x , t ) 加权模先验有界, 即对于任意固定的 � � [ 0, + � ) , 存在与 �有关的正常数M ( �) ,

使得( 1�4) 式成立, 那么( 1�1) 的解 u ( x , t ) 对观察数据 f 1( t ) , f 2( x ) 有形如( 1�5) 式的加权

H�lder 型连续依赖性估计��

注� 定理 1 表明, 在 �
4

x 2+ t 2 u( x , t ) � T 有界的条件下, 当

�
4

x 2 + t2 u( x , t ) � 0 = ( � t f 1 ( t ) � 2
2 + � x f 2( x ) � 2

2 ) 1/ 2 � 0

时, �
4

x 2+ t 2u ( x , t) � �� 0, 其H�lder型连续依赖性阶数为1- �/ T�� 即表明问题(1�1) 的解 u( x , t ) 沿

双曲线 l( �) 在第一象限内作延拓时 , 它对观察数据 f 1 ( t ) , f 2( x ) 具有加权的 H�lder 型连续依赖性估计�� 同

时公式(1�5) 还表明, 当 � 递增(即双曲线 l (�) 远离坐标轴) 时, 该加权的H�lder 型连续依赖性估计减弱��

� 2�位场解析延拓问题解的稳定性估计: 情形 B

本节讨论位场测量值在�U�形线上给出时的位场延拓问题( 图 3) , 此时的 Laplace 方程

Cauchy 问题可叙述为

图 3� 情形 B

�2
u

�x
2 +
�2

u
�t

2 = 0, � � ( x , t ) � R
2 \ D

u ( x , t ) =

f 1( t ) , � � �1 上

f 2( x ) , � � �2 上

f 3( t ) , � � �3 上(

�u
�t

( x , t ) = g1( x ) , � � �2 上

u( x , t ) � 0, � � 当 x � � 或 t �- �

为了方便以后的讨论, 我们通过适当的函数变换将该问题化为 Pois-
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son 方程 Cauchy 问题

�2
u

�x
2 +
�2

u

�t
2 = F( x , t ) , � � ( x , t ) � R

2 \ D

u( x , t ) =
f ( x ) , � � � � �2 上

0, � � � � � �1 � �3 上 )

�u
�t

( x , t ) = g( x ) , � � � � �2 上

u( x , t ) y 0,   当 x y ] 或 t y - ]

( 211)

设 8- 是位于第一象限内由 #1, #2, #3 所围成的区域, 8+ = R
2 \ 8- , 这里 D 是在 8- 内的有

界区域# 于是问题( 211) 的解析延拓可叙述为: 已知位场 u ( x , t ) 在 8+ 内和 #1, #2, #3 上的

值, 求 u 在 8- 内的值# 现在我们来求解问题( 211) # 

假设 u ( x , t ) , F ( x , t ) , f ( x ) , g ( x ) 均关于 x 属于L
2
[ 0, 2 P] ( L

2
[ 0, 2 P] 表示以 2 P 为周

期的平方可积函数空间) , 令

u( x , t ) = E

n= + ]

n= - ]

un ( t ) e
i nx

,   - ] < x < + ] , 0 < t < T

F ( x , t ) = E

n= + ]

n= - ]

Fn ( t ) e
inx

,   - ] < x < + ] , 0 < t < + ]

f ( x ) = E

n = + ]

n = - ]

f ne
inx

,       0 < x < 2 P

g ( x ) = E

n= + ]

n= - ]

gne
inx

,       0 < x < 2 P/

( 212)

其中 un ( t ) , F n( t ) , f n , gn 分别为u ( x , t ) , F ( x , t ) ( 关于 x ) , f ( x ) , g ( x ) 的 Fourier 系数:

un( t ) =
1

2 PQ

2P

0
u( x , t ) e

- i nx
dx ,   t > 0

Fn ( t ) =
1

2 PQ

2P

0
F ( x , t ) e

- inx
dx ,   t > 0

f n =
1

2 PQ

2P

0
f ( x ) e

- inx
dx

gn =
1

2 PQ

2P

0
g ( x ) e

- inx
dx

( 213)

在公式( 212) 中, 级数是按 L
2
[ 0, 2P] 范数在 L

2
[ 0, 2 P] 中收敛的# ( 212) 式代入( 211) 式得到

关于 un ( t ) ( n I Z) 的一个二阶非齐次常微分方程

u
d
n( t ) - n

2
un( t ) = Fn ( t ) ,   t > 0

un( 0) = f n , u
c
n ( 0) = gn

( 214)

求 Laplace 变换, ( 214) 式变为

p
2
L [ un] ( p ) - pf n - gn - n

2
L [ un ] ( p ) = L [ Fn ] ( p )

]  L [ un ] ( p ) = L [ Fn ] ( p )
1

p
2

- n
2 +

p

p
2

- n
2 f n +

1

p
2
- n

2 gn

再对上式求 Laplace 逆变换, 注意到 Laplace 变换的卷积性质和变换公式立得
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un( t ) =
Q

t

0
Fn( v )

1
n

sh n( t - v ) dv + f n ch nt +
gn

n
sh nt ,   n X 0

Q

t

0
F0( v ) ( t - v ) dv + f 0 + g0 t , n = 0

( 215)

于是问题( 211) 的解 u ( x , t ) 可形式地写成

u( x , t ) = E

n= + ]

n= - ]

un ( t ) e
i nx ( 216)

其中 un ( t ) 由式( 215) 表示# 设

+ u + S = Q

2P

0
| u( x , S) |

2
dx� � �8

1
2

[ M ( S) ,   M ( S) 为有界正常数

对任意固定的 S I [ 0, + ] ) 成立, 则有下面的 Parseval 恒等式
[ 8]

+ u +
2
S = E

n= + ]

n= - ]

| un ( S) |
2

( 217)

注意到( 217) 式右端的级数, 对于固定的 S I ( 0, + ] ) , 当 n y ] 时, n
- 1sh nS, ch nS

y + ] , 即 | un ( S) |
2 可能不趋于零, 级数( 217) 可能不收敛, 这说明问题( 211) 解的不稳定性# 

因此转而讨论解的条件稳定性, 即由 Tikhonov 定理可知, 当我们对解在某种拓扑意义下作一

先验有界的假设时可得到解的稳定性, 但一般来说得不到其稳定性阶数# 如果把某 Sobolev

空间中的有界集作为解的容许集 U = u ( x , t ) : u 在某种拓扑意义下关于 t 一致先验有界 ,

就能得到这个稳定性阶数# 于是需要构造容许集 U# 对任意固定的自然数 N , 将级数拆写为

  E

n= + ]

n= - ]

| un ( S) |
2

= E

n= + N

n = - N

| un ( S) |
2
+ E

n

| un( S) |
2

( 218)

这里求和号 E
n

表示 E

- N- 1

n= - ]

+ E

+ ]

n = N+ 1
# 运用不等式( a + b + c)

2
[ 3( a

2
+ b

2
+ c

2
) 可知

| un ( S) |
2

[ 3 Q

S

0
| Fn( v) |

2 1
n

shn( S- v)
2

dv + | f n |
2

| chnS |
2
+

| gn |
2

n
2 | shnS |

2

$

n X 0

| u 0( S) |
2

[ 3 Q

S

0
| F 0( v ) |

2
| S- v |

2
dv + | f 0 |

2
+ | g 0 |

2
| S |

2� (
,   n = 0

注意到- N [ n [ N , 0 < S < T 时, ch nS < e
NT

, n
- 1sh nS < e

NT
, S < e

N T
, n X 0, 所

以当- N [ n [ N , 0 < S < T 时,

| un ( S) |
2

[ 3e
2NS

Q

S

0
| Fn ( v ) |

2
dv + | f n |

2
+ | gn |

2u� � �n

于是

  E

n = N

n= - N

| un ( S) |
2

[ 3e
2NS

Q

S

0
E

n = N

n= - N

| Fn ( v ) |
2
dv + E

n = N

n= - N

| f n |
2

+ E

n= N

n= - N

| gn |
2( ) ,

[ 3e
2NS

Q

S

0Q

2P

0
| F ( x , v ) |

2
dxdv + E

n= + ]

n= - ]

| f n |
2

+ E

n = + ]

n = - ]

| gn |
2 程

这里用了不等式

  E

n = N

n= - N

| Fn ( v ) |
2

[ E

n = + ]

n = - ]

| F n( v ) |
2

=
Q

2 P

0
| F ( x , v ) |

2
dx

记   + F +
2
S =

Q

S

0Q

2 P

0
| F ( x , v ) |

2
dxdv
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由 Parseval 等式

+ f +
2

= E

n= + ]

n= - ]

| f n |
2
, + g +

2
= E

n= + ]

n= - ]

| gn |
2

可知下述不等式对任意自然数 N 成立

  E

n = N

n= - N

| un ( S) |
2

[ 3e
2NS

( + F +
2
S + + f +

2
+ + g +

2
) ( 219)

再考虑求和 E
n

| un( S) |
2
, 构造容许集 UM, A : 对固定 A > 0 和任意的 M > 0, 定义

UM , A = u( x , t ) I C
2
(R

2
\ D ) H L

2
( R

2
\ D) : E

n = + ]

n = - ]

| un( t ) |
2
( n

2
P

2
)
A

[ M
= 2

则当 u ( x , t ) I UM , A时, 下式对任意自然数 N 成立

  E
n

| un ( S) |
2

= E
n

| un( S) |
2
( n

2
P

2
)
A

( n
2

P
2
)
A [

M
2

( ( N + 1)
2

P
2
)

A<
M

2

( ( N
2
+ 1) P

2
)

A

( 2110)

现记 G2
= + F +

2
S + + f +

2
+ + g +

2
, 则( 219) 式写为

  E

n = N

n= - N

| un ( S) |
2

[ 3e
2NS

G
2

( 2111)

上式对任意的自然数 N 和任意的 S: 0 [ S [ T 成立# 因此由( 218)、( 2110)和( 2111)可知, 对

任意自然数 N 和任意的 S: 0 [ S [ T 有

  + u +
2
S [

M
2

[ ( N
2

+ 1) P
2
]

A+ 3e
2NS

G
2

( 2112)

对任意的 B: 0< B [ A, 固定自然数 N , 使得

  
1
P

M
1/ A log

1
G

B/ A

[ N < 1 +
1
P

M
1/ A log

1
G

B/ A

即   
M

[ ( N
2
+ 1) P

2
]

A/ 2 [
1

( log ( 1/ G) )
B ( 2113)

且   Ge
NS

[ Gexp S 1 +
1
P

M
1/ A log

1
G

B/ A "#

=

[ Ge
Sexp k log

1
G

�
B/S A

, k =
S
P

M
1/ A

因为对任意的 B: 0< B< A, 由 L. Hospital 法则下式成立

  lim
Gy0

+
G exp k log 1

G
�

B/ A v
log 1

G
�� �

B
= 0

所以   Ge
NS

= O
1

log ( 1/ G)
)

B� �

,   0 < B < A ( 2114)

从而由( 2112) ~ ( 2114) 可得

  + u + S = O
1

log( 1/ G)
� � �

B�

,   0 < B < A ( 2115)

而当 M < ( P/ T )
A时, k < 1, 此时取 B = A 有

  lim
Gy0

+
G exp k log

1
G

�,log
1
G

� �n
A

= lim
Gy0

+
G

1- k log
1
G

" 2
A

= 0,   B = A

  ]  Ge
NS

= O
1

log( 1/ G)
=

A�� �

( 2116)

综合( 2112) 、( 2113) 和( 2116) 可得

  + u + S = O
1

log( 1/ G)
2S

A
,   B = A ( 2117)
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综合上述讨论, 我们得到本节的结论:

定理 2 假设 F ( x , t ) , f ( x ) , g( x ) 均关于 x 属于 L
2
[ 0, 2 P] 且分别在 R

2 \ D, [ 0, 2 P] ,

[ 0, 2 P] 上解析, 记

  G2
= + F +

2
S + + f +

2
+ + g +

2
, + u + S = Q

2P

0
| u ( x , S) |

2
dx  +

1
2

若 u( x , t ) I UM , A(固定 A > 0和任意的 M > 0) , 问题( 211) 的解 u( x , t ) 对任意的自然数

N 和任意的 S: 0 [ S [ T 满足估计式( 2112) ; 特别当 G y 0 时, 解满足( 2115) 式; 如果 M <

( P/ T )
A
, 则可取 B = A, 解满足估计式( 2117) # 

k 31 评 注 与 问 题

从本文的讨论, 我们看到:

1) 第 1节利用共形映照和栾文贵的位场解析延拓问题解的稳定性算法, 得到了情形A 下

的平面位场解析延拓的HÊlder 型连续依赖性估计, 从而为确定场源位置提供了理论依据, 为

场源位置的计算提供了理论基础# 例如可试图用 T ikhonov 的正则化方法和适应正则化方法

讨论场源位置的数值计算# 但是该方法难以直接推广到三维或更高维空间的位场解析延拓问

题中去, 因而必须构思更有效的数学理论和方法# 

2) 第 2 节利用 Tikhonov 的解不适定问题的方法讨论情形 B 下的二维 Laplace 方程

Cauchy 问题解的条件稳定性, 构造了解的一个容许集, 借助于 Yamamoto 的估计技巧得到了

情形 B 下的位场解析延拓的对数型连续依赖性估计# 同时该方法可直接推广到三维或更高

维空间的位场延拓问题中去, 相同的稳定性估计可类似得到# 对测量数据在局部区域上给出

的任意维空间中的位场解析延拓问题, 其稳定性可用类似方法获得# 

3) 在定理2 中, 若对 F , f , g 在比L
2 更强的拓扑下考虑问题( 211) , 其解可能更好地连

续依赖于 F, f 和g, 如依 Lipschitz 型稳定性或依HÊlder 型稳定性, 该问题将在后面的文章

中讨论# 
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Abstr a ct

This paper discusses the stability of solutions to a class of Cauchy problems for Laplace equations

under two kinds of nonclassical circumstances. By means o f conformal mapping and T ikhonov, Luan

Wengui and Yamamo to. s me thods for solv ing ill_posed problems respectively, the stability estima-

tions of w eighted HÊlder type and logarithmic type , have been obtained according ly.

Key w ords  Cauchy problems for Laplace equations, analy tic continuation of potential field, ill_

po sed problems, stability e stimation
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