
一类拟线性抛物型方程广义解
的 HÊ lder连续性

王向东
¹   梁 廷

º

( 张石生推荐, 1996年 5月 3日收到)

摘   要

考虑如下拟线性抛物型方程

u t- divA ( x , t , u, ü) + B( x , t, u , ü) = 0

在 A, B 满足很一般的结构条件下证明了它的广义解在Q= G @ ( 0, T )上的局部 HÊ lder 连续性

# 

关键词  抛物型方程  自然增长条件  广义解  局部 HÊ lder 连续性

中图分类号  O175

k 11 引   言

设 G 是 n 维欧氏空间E
n 中的有界区域, W

1
2( G ) 和 ÜW 1

2( G ) 是通常的 Sobolev 空间# 设

0 < T < + ] , p \ 1, L p (0, T , L 2( G ) ) = u; u: (0, T ) y L 2( G ) s

� �d e n

为 Banach 空间,范数为

+ u +L
p
( 0, T , L

2
( G)) = Q

T

0
+u +p

L
2
( G) dt ct�

1/ p

+ u +L ] (0, T , L 2
( G )) = vraimax

t I ( 0, T )
+u +L

2
( G)

W
1
2(0, T , L 2( G ) ) 等类似地定义,记 Q = G @ (0, T ) ,在 Q 考虑方程

ut - divA( x , t , u , ü ) + B( x , t , u , ü) = 0 (111)

其中 u t = 5 u /5 t , ü = 5u / 5xA, A= 1, 2, ,,F n� �f �, A( x , t , u, N) 和 B ( x , t , u , N) 分别在 Q

@ E
1 @ E

n 上定义,对固定的 x , t 关于u , N为连续,对固定的 u, N关于 x , t 可测,且满足如下

结构条件 :

ü #A( x , t , u, ü ) \| ü |
2
- J | u |

l
- f 0( x , t )

| A( x , t , u , ü) | [ J1 | ü | + J | u | l / 2 + f 1( x , t )

| B ( x , t , u , ü ) | [ C( x , t ) | ü |
C
+ J | u | l- 1

+ f 2( x , t ) (

(112)

其中 J \ 0, J1 \ 1, l = 2 1+ 2/ n �, Il1 [ C [ 2为 常数,

C ( x , t ) I L r ( Q ) (113)
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f i ( x , t ) I LS
i
( Q)   ( i = 1, 2)

S 0, S 2 > ( n + 2) / 2, S 1 > n + 2t
(114)

称 u I L ] (0, T , L 2( G ) ) H L 2(0, T , W
1
2( G ) ) 为(111) 的广义解,则对 P t I ( 0, T ) , v

I W
1
2(0, T , L 2( G ) ) H L 2(0, T , ÜW 1

2( G ) ) , 满足

Q
t

0QG
- v tu + v̈ #A( x , t , u , ü ) + vB ( x , t , u , ü; ) dxdt

+ QG
v ( x , t ) u ( x , t )

t = t

t = 0
dx = 0 (111)c

( P t I (0, T ) , v I W
1
2(0, T , L 2( G ) ) H L 2(0, T , ÜW 1

2( G ) ) )

当 B满足自然增长条件时,为使(111) 有意义,必须增加对 u的适当可积性限制# 在 C=

2时,对 u 的补充限制是u I L ] ( Q) 并在[ 1] 中有详尽的研究,若假设

r > ( n + 2) / (2 - C) (115)
和

t
*
=

r ( n + 2) ( C- 1)
r (2 - C) - ( n + 2)

,     当
n + 2
2- C

< r < + ]

( n + 2) ( C- 1) / (2 - C) ,   当 r = + ]
在增加要求 u I L t

* ( Q) 的条件下, [ 2] 中证明了方程(111) 的广义解在 Q 内局部有界# 本

文我们将进一步证明(111) 的广义解在 Q 内的局部HÊ lder连续性# 即我们证明了如下结果:

定理  设条件( 112) ~ ( 115)满足, 并且出现在条件( 112)中的 C I (1 + 2/ ( n + 2) , 2) ,设

u I L ] (0, T , L 2( G ) ) H L 2(0, T , W
1
2( G ) ) H L ] ( Q) 是(111) 的广义解,则 u 在Q 内局部

HÊ lder连续# 

记 B ( x 0, Q) = x I E
n
; | x - x 0 | < Q + �, B ( Q) = B (0, Q)# 为证明定理成立,我们要

用到如下引理# 

引理[ 1]  设 u I W
1
1( B ( Q) ) ,在 B ( Q) 的某个正测度集 S 上, u = 0# 设 G( x ) = G( | x

| ) 是 | x | 的非增连续函数,满足 0 [ G( x ) [ 1 并在 S 上取值为G( x ) = 1# 那么对任何可

测子集 e < B( Q) ,成立

Qe
| u ( x ) | G( x ) dx [ C ( n ) Qn

mesS
mes1/ neQB(Q)

| ü( x ) | G( x ) dx

k 21 定 理 的 证 明

由于假设 u 在Q 为有界,这相等于可取 J= 0来作证明即可# 不妨设 B( Q) @ (0, Q2) <
Q, 令

F( x ) = F( | x | ) =

1,          当 | x | [ (1 - K) Q

( KQ)
- 1
( Q- | x | ) ,   当(1 - K) Q< | x | < Q

0,          当 | x | \ QG
其中 K I ( 0, 1) 为常数,由[ 1] 又可知,只须对 u t I L 2( Q ) 作出证明# 为此对 k I (- M ,

M ) ,取 v = F2( x ) ( u - k)
+ 作试验函数,将它代入( 111)c 并利用(112) 可得(已设 J= 0) :

0 = Q
t

0QB( Q)
F2( u - k )

+
u t + F2 (̈ u - k )

+ # A + F2( u - k )
+
B
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+ 2F( u - k )
+ F̈# A dxdt

1
2QB( Q)

F2 | ( u - k)
+
|
2
t = tdx +Q

t

0QB( Q)
F2 | (̈ u - k)

+
|
2
dxdt

[ 1
2QB( Q)

F2 | ( u - k )
+
|
2
t= 0dx

+ Q
t

0QB( Q)
F2f 0( x , t ) + F2( u - k)

+
( C ( x , t ) | ü |

C
+ f 2( x , t ) )

+ 2( u - k )
+
| F̈| ( J1F| ü | + f 1( x , t ) ) dxdt (211)

设 S I (0, Q
2
) ,由(211) 继续得

QB( Q)
F2 | ( u - k )

+
|
2
tdx [ QB( Q)

| ( u - k )
+
|
2
t = 0dx + 2I ( S) ,   t I (0, S) (212)

1
2

vraimax
0< t< S QB( Q)

F2 | ( u - k )
+
|
2
dx + Q

S

0QB( Q)
F2 | (̈ u - k )

+
|
2
dxdt  �

[ QB (Q)
| ( u - k )

+
|
2
t= 0dx + 2I ( S) (213)

其中

I ( S) = Q
S

0QB( Q)
F2f 0+ F2( u - k )

+
( C ( x , t ) | ü |

C
+ f 2)

+ 2( u - k )
+
| F̈| ( J1F| ü | + f 1) dxdt

[ EQ
S

0QB( Q)
F2 | (̈ u - k )

+
|
2
dxdt + C( E,

M )
1

( KQ) 2Q
S

0QB( Q)
| ( u - k)

+
|
2
dxdt

+ +C ( x , t ) +
2

r( 2- C) ( SQ
n
)
2
l
+ 2
n+ 2

- 2
r(2- C)

+ +f 2 +L
S
2

( G) ( SQ
n
)
2
l
+ 2
n+ 2

- 1
S
2 +

1
KQ

+ f 1 +L
S
1

( Q ) ( SQ
n
)
2
l
+ 2
n+ 2

- 1
S
1

+ +f 0 +L
S0
( G) ( SQ

n
)
2
l +

2
n+ 2-

1
S
0M (214)

根据对 r , S i 的假定 ,

3R = min
2

n + 2
-

2
r (2 - C)

,
2

n + 2
-

1
S 0
,

1
n + 2

-
1
S 1
,

2
n + 2

-
1
S 2

! ! (

> 0 (215)

不妨设 Q [ 1,考虑到 S I (0, Q2) , 由(214) 继续得

I ( S) [ EQ
S

0QB( Q)
F
2
| (̈ u - k)

+
|
2
dxdt

+ C ( E, M )
1

( KQ) 2Q
S

0QB( Q)
| ( u - k )

+
|
2
dxdt +

1
K
( SQn ) 2/ l+ 3R�

(216)

其中我们把 +C +L
r
( Q) , +f i +L

S
i
( Q) 吸收到 C ( E, M ) 中,后者与 k, K, Q无关# 联合( 213)、

(216) ,取 E> 0 足够小,即得

  vraimax
0< t< S QB( Q)

F2 | ( u - k )
+
|
2
dx + Q

S

0QB( Q)
F2 | (̈ u - k )

+
|
2
dxdt

[ C QB( Q)
| ( u - k )

+
|
2
t = 0dx +

1
( KQ) 2Q

S

0QB( Q)
| ( u - k)

+
|
2
dxdt�

+
1
K( SQ

n
)
2/ l+ 3R

(217)
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将( 217)代入( 216) , 又得

I ( S) [ EQB( Q)
| ( u - k )

+
| t = 0dx

+ C ( E, M )
1

( KQ)
2Q

S

0QB( Q)
| ( u - k )

+
|
2
dxdt +

1
K( SQ

n
)
2/ l+ 3R

(218)

再联合( 212) ,继续得

QB( Q- KQ)
| ( u - k )

+
|
2
tdx [ (1 + E)QB( Q)

| ( u - k )
+
|
2
t = 0dx

+ C ( E, M )
1

( KQ) 2Q
S

0QB( Q)
| ( u - k )

+
|
2
dxdt +

1
K
( SQn ) 2/ l+ 3R

(219)

设 H I (0, 1) 待定, k 0 满足

mes( B( Q) H u ( x , 0) > k0� ) [ 1
2
mesB ( Q) ( 2110)

    vraimax
B (Q) @ ( 0, HQ2)

u ( x , t ) - k 0 [ �H 并且 �H \ Q( n+ 2) R
( 2111)

取 k = k 0, S = HQ2,则对 P t I (0, HQ2) ,据(219) ~ (2111) 得

3
4 �H

2

mes B ( Q- KQ) H u( x , t ) > k 0 +
3
4 �x I HS

[ �H 2mesB( Q)
1+ E
2

+ C ( E, M )
H
K2
+

1
K
H2/ l+ 3R �¨

( 2112)

从而易得

mes( B( Q) H u ( x , t ) > k 0+ 3�H / 4 f

� �1

)

[ mesB ( Q) [ 1 - ( 1- K)
n
] +

8
9 (1 + E) + C ( E, M )

H
K2
+

1
K
H2/ l+ 3R2

S

( 2113)
根据( 2113) ,只要取 E> 0, K> 0足够小,然后再取 H足够小,可使

mes B( Q) H u ( x , t ) > k 0+
3
4
�HQ

� � (n

� � �

[ ( 1- H1)mesB ( Q) ( 2114)

其中 H1 > 0 是常数且与 Q, k 0, �H 无关# ( 2114) 等价于

mes B( Q) H u ( x , t ) [ k 0+
3
4
�H

� �+ �

� � (

\ H1mesB ( Q) ,   P t I (0, HQ2)

( 2115)
简记

Q0( Q) = B (2Q) @ (0, HQ2) , Q 1( Q) = B ( Q) @ 3
4
HQ2, HQ2 �

设 Q [ 1, Q 0( Q) < Q , 我们要证明

    osc
Q
1
( Q)
u = vraimax

Q
1
( Q)

u - vraimin
Q
1
( Q)

u [ G osc
Q
0
(Q)
u + CQ( n+ 2) R

( 2116)

其中 G I (0, 1) , C > 0 是与 Q无关的常数# 为此,命

L1 = vraimax
Q
0
(Q)

u, L2 = vraimin
Q
0
( Q)

u

那么集合 B ( Q) H u ( x , 0) > ( L1+ L2) / 2 或 B ( Q) H u ( x , 0) < ( L1+ L2) / 2

S

中必有一

个满足(不妨设是) :

mes B( Q) H u ( x , 0) >
1
2 ( L1+ L2)� 2

� �
[ 1

2 mesB( Q) ( 2117)
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故若取 k 0 = ( L1 + L2) / 2,那么(2110) 满足,不妨设

L1- L2 \ 2Q( n+ 2)R
( 2118)

(否则( 2116)成立) ,据( 2118) ,取 �H = ( L1+ L2) / 2,则(2111) 成立# 从而对 P t I (0, HQ2) ,

由(2115) 得

mes B( Q) H u ( x , t ) [ 7
8
L1+

1
8
L2

� � �

\ H1mesB ( Q) ( 2119)

下记

F = F 0Q
( n+ 2) R

, W = ln
( L1 - L2) / 8
L1- u + F

而

F 0 = + f 0 +1/ 2
L
S
0
( Q ) + +f 0 +L

S
0
( Q) + + f 1 +L

S
1
( Q) + + f 2 +L

S
2
( Q ) + 1

则由 L1, L2 的定义和(2118) ,知在 Q 0( Q) 上成立

0 < F [ L1- u + F [ ( L1- L0) (1 + 2F 0)

W \ ln
1

8(1 + 2F0)
= - ln8(1 + 2F 0)I (

( 2120)

设 F( x ) = F( | x | ) 和 W( t ) 分别满足

F( x ) =
 1,   | x | [ 3Q/ 2

 0,   | x | \ 2Q,
 | F̈( x ) | [ 2/ Q

W( t ) =
 0,   t [ 0

 1,   t \ HQ
2
/ 2C ,

 0 [ Wc( t ) [ 2/ HQ2

取

v =
F2( x ) W2( t )
L1 - u + F

作试验函数代入( 111)c可得

Ñ + Ò + Ó+ Ô= 0,   P t I ( 0, HQ
2
) ( 2121)

其中

Ñ = Q
t

0QB( 2Q)

F
2
W
2
u t

L1- u + F
dxdt = QB(2Q)

F2 W2W ( x , t ) dx -Q
t

0QB(2Q)
2WWcF2 Wdxdt

Ò = Q
t

0QB( 2Q)

F2W2

L1- u + F
ü#Adxdt \Q

t

0QB(2Q)
F2 W2 | Ẅ |

2
-
f 0

F
� # dxd t

Ó = Q
t

0QB( 2Q)

2FW2

L1- u + F
F̈#Adxdt [ Q

t

0QB(2Q)
2FW2 | F̈| J1 | Ẅ | +

f 1

F
! ! � ��dxdt

Ô= Q
t

0QB( 2Q)

F2W2B
L1- u + F

dxdt [ Q
t

0QB(2Q)
F2 W2

C ( x , t ) | ü |
C

L1- u + F
+
f 2

F
dxdt

下面证明存在常数 C > 0, 使

QB(2Q)
F2W2 W( x , t ) | t = HQ

2dx + Q
HQ

2

0 QB(2Q)
F2 W2 | Ẅ |

2
dxd t [ CQn ( 2122)

事实上,根据 F 的定义我们有

L1- u + F [ 2M + F0Q
( n+ 2) R [ 2M + F0

考虑到 R满足( 215) ,于是易得:

Q
HQ2

0 QB( 2Q)
F2 W2

C ( x , t ) | ü |
C

L- u + F
dxdt
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[ (2M + F0) EQ
HQ

2

0 QB( 2Q)
F
2
W
2
| Ẅ |

2
dxdt + C ( E) ( HQ

n+ 2
)
2/ l+ 2R

( 2123)

Q
HQ

2

0 QB( 2Q)

f 0

F
dxdt [ C ( HQ

n+ 2
)
2/ l+ 2R [ CQ

n

Q
HQ

2

0 QB( 2Q)
| F̈|

f 1

F
+
f 2

F
=� � � dxdt [ C ( HQn+ 2

)
2/ l+ R [ CQn

取( 2121) 中的 t = HQ2, (2123) 中的 E足够小, 综合以上结果得

QB(2Q)
F2W2 W( x , t ) | t = HQ

2dx + Q
HQ

2

0 QB(2Q)
F2 W2 | Ẅ |

2
dxd t

[ EQ
HQ

2

0 QB(2Q)
F2 W2 | Ẅ |

2
dxdt + C( E) Qn+ Q

HQ
2

0 QB( 2Q)
2WWcF2 Wdxdt ( 2124)

根据( 2119)和 W 的定义,我们有

mes( B( Q) H W ( x , t ) [ 0� �� �) \ mes( B ( Q) H u ( x , t ) [ 7L1/ 8 + L2/ 8 ! ! �\ )

\ H1mesB ( Q) \
H1
2n

mesB( 2Q) ,   P t I (0, HQn) ( 2125)

在 B (2Q) 上对函数 W (#, t )+ 应用引理并结合(2124)、( 2125) 即得( 2122) # 

表示 W 为 W = W
+
- W

-
( W

?
= max ( ? W , 0) ) , 那么( 2120) 隐含了0 [ W

- [ ln8( 1+

2F 0)# 由(2122) 继续得

Q
HQ

2

HQ
2
/ 2QB( 2Q)

F2 | Ẅ |
2
dxdt [ Q

HQ
2

0 QB(2Q)
F2 W2 | Ẅ |

2
dxdt

[ CQn+ QB(2Q)
F2( W-

) t= HQ
2dx [ CQn ( 2126)

根据( 2125) ,在 B (2Q) 上对( W
+
)
2 应用引理并借助 HÊ lder 不等式得

Q
HQ

2

HQ
2
/ 2QB( 2Q)

F2( W+
)
2
dxdt [ C( n, H1) Q

2Q
HQ

2

HQ
2
/ 2QB(2Q)

F2 | Ẅ
+
|
2
dxdt ( 2127)

联合( 2126)、( 2127) 得

Q
HQ

2

HQ
2
/ 2QB( 3Q/ 2)

| W
+
|
2
dxdt [ Q

HQ
2

HQ
2
/ 2QB( 2Q)

F2 | W+
|
2
dxdt [ +Qn+ 2

( 2128)

其中的常数 + > 0 与 Q无关# 

设 H > 0 待定,对 M= 0, 1, 2, ,, 置

kM= H -
H

2M
, QM= Q+

Q
2M+ 1, SM=

HQ2

2
+ 1- 1

2M
� �)HQ2

4
( 2129)

再设

F( x ) =
1,  | x | [ QM+ 1

0,  | x | \ QM
 | F̈( x ) | [ 1

QM- QM+ 1
=

2M+ 2

Q

W( t ) =
0,  t [ SM

1,  t \ SM+ 1 的 H

 0 [ Wc( t ) [ 1
SM+ 1- SM

=
2M+ 3

HQ2

( 2130)

则可取

v =
F2 W2( W - k )

+

L1- u + F
  ( k \ 0)

作试验函数,代入( 111)c易得
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0 = Q
t

0QB( Q
M
)

F
2
W
2
( W - k )

+

L1- u + F
u t +

F
2
W
2

(̈ W - k )
+ #A

L1- u + F

+
F
2
W
2
( W - k )

+

( L1- u + F )
2 ü#A +

2FW
2
( W - k )

+

L1- u + F
F̈#A

+
F2W2( W - k )

+

L1- u + F
B dxdt = Ñc+ Òc+ Óc+ Ôc+ Õc ( 2131)

利用结构条件( 112) ,分别估计 Ñc~ Õc如下

Ñc= 1
2QB( Q

M
)
F2 W2 | ( W ( x , t ) - k )

+
|
2
dx - Q

t

0QB( Q
M
)
F2 WWc | ( W - k )

+
|
2
dxdt

Òc \Q
t

0QB( Q
M
) H W ( x , t ) > k� �(W

F2 W2 | Ẅ |
2
-

f 0

F
2

� � ( B

dxdt

Óc \Q
t

0QB( Q
M
) H W ( x , t ) > k(� � (

F2 W2( W - k )
+

| Ẅ |
2
-

f 0

F
2 dxdt

Ôc [ Q
t

0QB( Q
M
)
2FW2( W - k)

+
| F̈| J1 | Ẅ | +

f 1

F
#,� � ) dxdt

Õc [ Q
t

0QB( Q
M
)
F
2
W
2
( W - k )

+
E( L1- u + F ) | Ẅ |

2

+
C ( E) C( x , t ) 2/ (2- C) + f 2

L1 - u + F
�dxdt

于是由( 2131)得

v raimax
0< t< HQ2QB( Q

M
)
F2 W2 | ( W - k )

+
|
2
dx + Q

HQ
2

0 QB( Q
M
)
[ F2 W2 | (̈ W - k )

+
|
2

+ F2 W2( W - k )
+
| Ẅ |

2
] dxdt

[ CQ
HQ

2

0 QB( Q
M
) H W( x , t )>W k� �+ �

F2WWc( W - k )
2
+

f 0

F
2F

2 W2+ F2 W2( W - k )
f 0

F
2

+ FW
2
( W - k ) | F̈| | Ẅ | +

f 1

F
+ E(2M + F 0)F

2
W
2
( W - k ) | Ẅ |

2

+ F
2
W
2
( W - k )

C( E) C( x , t ) 2/ (2- C) + f 2

F
�dxdt ( 2132)

根据( 2125)并对函数 | ( W - k )
+
|
2 应用引理,得

Q
HQ
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M
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+
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dxdt (2133)

又根据 Moser
[ 3]

的结果,成立
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+ Q
HQ

2

S
M
QB( Q

M
)
| F̈| 2 | ( W - k)

+
|
2
dxdt ( 2134)
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简写

  | AM( k ) | = Q
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S
M
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M
) H W( x , t) > k� �

� �u

dxdt

由于 QM [ 2Q, SM I (0, HQ
2
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,借助HÊ lder不等式,得
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联合( 2132) ~ ( 2137) ,取 E> 0足够小,得
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其中常数 C 与 k , M, Q无关# 联合(2134)、(2138) 得
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对 Ph > k \ 0,显然有
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用 h > k 取代(2139) 中的 k ,然后再联合(2140)、( 2141) ,得
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分别用 kM+ 1, kM取代h, k ,由 上式得
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其中 M= 0, 1, 2, ,,常数 C > 0与 Q, M无关# 而
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由数学归纳法, 并注意( 2128) ,则易证对一切正整数 M,有
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于是,有
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即
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根据 W 的定义,由上式立即得
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于是( 2116)得证,并且其中的 G= 1- e
- H
/ 8 I (0, 1) , C = F0 与 Q无关# 

设 ( x 0, t 0) I Q 为任意, Q [ 1 使 B ( x 0, 2Q) @ ( t 0 - HQ2, t 0) < Q# 记
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0
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那么根据前面作过的证明,有

X( Q/ 2) [ G( X( Q) ) + ( C + 2) Q( n+ 2) R

令 QM= Q0/ 2
M
,经过迭代,得
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X( QM) [ GMX( Q0) + ( C + 2) Q( n+ 2) R
0 GM- 1 E

M- 1

i= 1

( G2( n+ 2) R
)
- i

( 2144)

取 G< 1 使满足 G2
( n+ 2) R

> 1,则由(2144) 继续得
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1
G
( C + 2) G( n+ 2) R

0 1 - 1
G2 ( n+ 2) R

- 1k� � 2(
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对任何 Q [ Q0 [ 1,可以找到整数 M, 使

QM+ 1 < Q [ QM,即 M[ log2( Q0/ Q) < M+ 1

由( 2145) 得
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  (
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由于 G I (0, 1) , log 2(1/ G) > 0,故 u 在Q 内局部 HÊ lder 连续# 于是定理得证# 
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The HÊ lder Continuity of Generalized Solutions

of a Class Quasilinear Parabolic Equations

Wang Xiangdong
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Zhen gzhou 450002, P . R . China )
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Abstract

Let A and B satisfy the structural conditions (2), the local HÊ lder continuity interior to Q= G

@ ( 0, T ) is proved for the generalized solutions of quasilinear parabolic equations as follows:

  u t- divA ( x , t , u, ü) + B ( x , t, u, ü ) = 0

Key words  parabolic equation, natural growth condition, generalized solution, local HÊ lder cont-i

nuity
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